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PREFACE. 


Quand on a a résoudre un probleme de Mécanique, on peut le 
faire en employant des considérations géométriques ou l’on peut 
se servir exclusivement de raisonnements analytiques. Le géometre 
doit savoir démontrer toutes les proprictés élémentaires de la Mé- 
canique a la fois des deux manieres; mais, quand il s’agit de ques- 
tions difficiles et qui exigent de longs calculs, il a presque toujours 
avantagea n’employer que |’ Analyse. Cette méthode permet aussi, 
quand on ne peut résoudre une question exactement, de juger 
mieux ce que l’on néglige et d’obtenir toute la précision que !’on 
désire. 

Les raisonnements géométriques et meécaniques ont souvent 
l’avantage d’étre plus faciles pour les esprits qui ne sont pas trés- 
familiarisés avec |’Analyse; ils sont aussi quelquefois pour tous 
plus intuitifs. Mais, pour ceux qui sont versés dans |’ Analyse, il y 
a un certain intérét a traiter toutes les questions d’une maniére 
plus uniforme et en s’'appuyant sur un,nombre beaucoup moindre 
de principes. 


Au reste, le Traité trés-complet de Mécanique de M. Resal est 


GARIPAD 
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concu sur le premier plan; il m’a semblé utile de faire un Traité 
de Dynamique sur le second plan. | 

Quand la seconde édition de la Mécanique analytique de La- 
grange parut au commencement de ce siecle, elle était une ceuvre 
accomplie; mais Poisson, Hamilton, Jacobi et d’autres géometres 
ont apporté depuis sur cette matiere des travaux importants. A la 
vérité, M. Bertrand a mis au Traité de Lagrange d’excellentes 
Notes pour le mettre au niveau de la Science; mais ces découvertes 
étaient assez importantes pour qu’on désirat fondre les nouveaux 
résultats avec les anciens, et c’est ce quim’a déterminé a composer 
l’Ouvrage actuel. On peut juger des résultats dont Ja Science s’est 
enrichie sur cette matiere depuis Lagrange, par la seule Section I, 
consacrée a des travaux qui datent déja de plusieurs années. 

Le Livre que.je publie, comme son titre l’indique, ne renferme 
pas la Statique, il ne renferme pas non plus l’Hydrodynamique ; 
cette limitation du sujet a pour effet d’ajouter a luniformité de 
l’Ouvrage. Ces parties de la Mécanique se trouvaient dans le Traité 
de Lagrange; mais, d’autre part, les Sections IJ, V, VI, VII, 1X 
renferment des questions qui sont presque entiérement en dehors 
de la Mécanique analytique; la Section VU renferme aussi beau- 
coup de résultats qui ne se trouvent pas dans le méme Ouvrage. 
Quant a ce qui m’appartient, cela importe peu au lecteur et, 
dailleurs, je l’ai indiqué dans le corps de ce Livre pour les choses 


principales. 
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SECTION [. 


THEOREMES GENERAUX DE DYNAMIQUE. 


PRINCIPE DE D’ALEMBERT. 


1. Toute la science de l’équilibre est fondée sur le principe des 
vitesses virtuelles. Imaginons un systeme quelconque de points mate- 
riels, sollicités par des forces et assujettis a telles liaisons qu’on you- 
dra; supposons qu'il éprouve un déplacement infiniment petit compa- 
tible avec ces liaisons; on nomme vitesse virtuelle d'un quelconque de 
ces points le déplacement de ce point dans ce mouvement, et moment 
virtuel de la force appliquée a ce point le produit de cette force par la 
projection de la vitesse virtuelle sur la force, ce moment étant pris 
positif ou négatif, suivant que la vitesse virtuelle a sa projection sui- 
vant la direction de la force ou suivant son prolongement. Cela posé, 
le principe des vitesses virtuelles, énoncé pour la premiere fois dans 
toute sa généralité par Jean Bernoulli, est celui-ci : 


St un systeme quelconque de points sollicités par des forces est en équt- 
libre, et que l'on unagine un déplacement infiniment petit de ce systéme 
compatible avec les liaisons auaquelles ce systéme est assujetti, la somme 
des moments virtuels de toutes les forces est nulle. Réciproquement, si 
cette condition est remplie pour tous les deplacements virtuels, le systéme 
est en équilibre. 


Suivant certains géometres, ce principe doit étre admis sans dé- 
monstration. Mais ce principe n’est pas évident par lui-méme, et il 
T 
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parait plus difficile encore de le regarder comme tel quand on songe 
qu’il ne s’est présenté & Jean Bernoulli que par induction et longtemps 
apres qu’il eut été démontré dans plusieurs cas particuliers. D’ailleurs 
ce principe, dont la démonstration a occupé Lagrange, Laplace, Four- 
rier, Ampere, Poisson et Poinsot, est aujourd’hui prouvé rigoureuse- 
ment dans plusieurs Traités de Mécanique, et, en tous cas, si l’on trou- 
vait que sa démonstration laissat encore a désirer en quelque point, il 
vaudrait mieux accepter ce point comme axiome que le principe méme 
des vitesses virtuelles. 

Si done nous ne donnons point ici cette démonstration, ce n’est pas 
parce que nous ne la jugeons pas nécessaire, mais parce que nous la 
Supposons connue. 

Remarquons que le moment virtuel de la résultante R de plusieurs 
forces F, appliquées a un point, est égal a la somme des moments vir- 
tuels de ces forces. En effet, il y a équilibre entre les forces F et la 
force RB’ égale et contraire & R; donc la somme des moments virtuels 
des forces F et R’ est nulle, et, comme le moment de R’ est égal et de 
signe contraire & celui de R, le moment virtuel de R est égal a la somme 
de ceux des forces F. D’apres cela, si nous désignons par mX, mY, mZ 
les composantes suivant trois axes rectangulaires de la force qui agit 
sur la masse m située au point (a, y, s), et que nous représentions par 
da, dy, Oz les variations de ses coordonnées, c’est-a-dire les composantes 
de la vitesse virtuelle de ce point, nous aurons pour le moment de 


cette force 
m(Xdx« + Yor + Zodz); 


nous aurons done pour l’équation des vitesses virtuelles 
2m(Xdx+ Yor + Z0z2)=0, 
le signe sommatoire = s’étendant a toutes les masses m du systeme. 


2. Supposons ensuite un systeme quelconque de points en mouve- 
ment et soumis a des liaisons quelconques. Soit mP la force totale qui 
agit sur un point m de ce systeme, et soit mR la force qui produit son 
mouvement a cause des liaisons; appliquons au point m la force mR 
et une force mR, égale et contraire, ce qui ne changera rien au mou- 
vement. Done les forces mP et mR, se font équilibre en vertu des liai- 
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sons, puisque, des effets des trois forces mP, mR, mR,, il ne reste que 
celui de la force mR. 

Done sz, dans un systéme quelconque de points en mouvement et soumis 
a des liaisons, aux forces qui agissent réellement sur chaque point on 
aqjoute des forces égales et contraires a celles qui produisent le mouve- 
ment, le systéme est en équilibre. 

Tel est le principe auquel on donne généralement le nom de d’Alem- 
bert, et qu’on peut présenter d’une seconde maniere. 

En effet, toutes les forces telles que mP et mR, se font équilibre. 
Soit mQ la résultante de mP et de mR,; mP est la résultante de mR 
et mQ, et par conséquent, puisque mP est la force appliquée au point m 
et mR celle qui produit son mouvement, mQ peut étre appelé la force 
perdue & cause des liaisons, et, d’aprés ce que nous avons vu ci-dessus, 
toutes les forces mQ se font équilibre. 

On appelle guantité de mouvement d’un corps le produit de sa masse 
par sa vitesse, et la quantité de mouvement produite par une force 
dans un instant t est de méme direction que cette force et égale a cette 
force multipliée par t. Nous arrivons donc a ce nouvel énoncé : 


Il y a équilibre entre les quantites de mouvement perdues a chaque 
instant par tous les points du systéme, par suite des liaisons. 


Remarquons que la force égale et contraire 4 mQ est la force qui 
équivaut aux liaisons qui agissent sur la masse m; remarquons aussi 
que la vitesse dem, qui aurait lieu sans les liaisons a la fin de l’in- 
stant 7, est la résultante de la vitesse a qui précede cet instant et de la 
vitesse Pt dirigée suivant la force P, et que la vitesse de m, qui a 
effectivement lieu a la fin de l’instant t, se compose de la vitesse a et 
de la vitesse Rt dirigée suivant R. 

Le second énoncé du principe qui précéde est celui méme qui a été 
donné par d’Alembert dans son Traité de Dynamique, publié en 1743; 
il est plus simple que le premier, mais il se préte moins facilement aux 
applications, et c’est pour cette raison qu’on a l’habitude d’adopter le 
premier énoncé. I] n’est pas sans intérét de reproduire |’explication 
donnée par d’Alembert de son principe : 

« Soient A, B, C, ... les masses qui composent le systeme, et sup- 
posons qu’on leur aitimprimé les vitesses a, 6, c, ..., mais qu’a cause 


IT. 
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des liaisons elles prennent les vitesses a’, 0’, c’, .... Il est clair qu’on 
peut regarder la vitesse a imprimée au corps A comme composée de la 
vitesse a’ et d’une autre a; de méme, la vitesse 6 imprimée au corps B 
se compose de b’ et d’une autre vitesse 6, et ainsi pour les autres 
masses. Or, par bypothese, les masses A, B, C, ... ont pris les vitesses 
a,0’, c’, ...; done les vitesses «, 6, ... ne produisent aucun mouve- 
ment, et, par suite, si elles agissaient seules respectivement sur A, B, 
C, ..., elles laisseraient le systeme en repos. » 


SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT. 


3. Prenons un systeme d’axes de coordonnées rectangulaires, et dé- 
signons par mX, mY, mZ les composantes suivant ces trois axes de la 
force totale appliquée au point dont la masse est m et dont les coor- 


données sont a, y, z. L’accélération du point ma pour composantes 
dx Gy dz 
dt? dt’ dt. 


ces expressions par la masse m du corps, On aura m 


suivant ces trois axes » ¢ étant le temps, et en multipliant 


@x ay dz 
dt? dt? 
pour les composantes de la force qui sert & mouvoir le corps m. D’a- 
pres le principe de d’Alembert, il doit y avoir équilibre entre les 
Px Rar d?z 
7 Tacs Faia a 
done dx, dy, Oz désignent les composantes du déplacement de m dans 
un mouvement infiniment petit du systeme compatible avec les liaisons, 
on a, d’apres l’équation du n° 4, 


(1) Sm (x- 3 ) ae +m(v¥— 527) ay +m (z— 52) 3s | =o, 


le signe sommatoire = s’étendant a tous les points matériels du sys- 
teme. On peut encore écrire ainsi cette équation 


x dy az 
(2) Mine Ox = ep ies Oy ch ae 6 :) =) m( (Xox + Voy + Zdz). 


Supposons que les liaisons s’expriment au moyen de r équations entre 
les coordonnées des corps 


(3) fSo° pale Lee 


forces mX, mY, mZ et les forces — m Sl 
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les variations dx, dy, dz satisferont aux équations linéaires suivantes, 
obtenucs par la différentiation des précédentes : 


eR rs aia 
mas ae see oes ere en argh oe en 
i ue neni vies rok eee arts 
a a ee Seo eet ei EL a 


(x, ¥, 3), (Ly, Yr, 3), »-. Etant les coordonnées des masses m, m,, ... 
du systeme. 

Si l’on tire de ces r équations les valeurs de r des variations dx, 
dy, ... pour les porter dans l’équation (1), elle restera linéaire par 
rapport aux 3n—r variations restantes, et qui seront complétement 
arbitraires, n étant le nombre des points du systeme. L’équation obte- 
nue devant donc avoir lieu quelles que soient ces variations, le coeffi- 
cient de chacune d’elles sera nul séparément, ce qui fournira 3n — r 
équations. En les joignant aux équations (3), on aura autant d’équa- 
tions que de coordonnées A déterminer. 

Sinous multiplions par des quantités indéterminées A,, 2, Ay, ... les 
équations de liaison différentiées, et que nous les ajoutions ensuite 4 
léquation (1), nous pourrons profiter de lindétermination de ces mul- 
tiplicateurs pour égaler & zéro les coefficients de r variations, ce qui 
déterminera ces multiplicateurs; et, comme les variations restantes 
sont arbitraires, on pourra aussi égaler a zéro les coefficients de ces 
variations. En égalant done a zéro les coefficients de toutes les varia- 
tions, on aura les 3n équations 


gee +mxX chee wee bie a a 
afi) a + mY +198 4 Se ap 
—m fe + mZ Beier 0, Gf os 36, 

my SE + ma Ky +, GE +158 + =0, 


wae Weel (ai 6. ea Te} (ences cOlretloy/e (eis el ie. Bye Bi ie9).b) a) i 16146; 10, 26,0819) (01) Cale! e 


On voit done que les équations du mouvement resteraient les mémes 
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si l’on supprimait l’équation de condition /, = o et qu’on ajoutal au 


df i ey ee au 


point m une force dont les composantes sont A, 7 > A, 


point m, une force dont les composantes sont i, a, Me a aay Ie o, 
et ainsi de suite. Done ces forces sont la mesure des ieee produits 
sur les corps m, m,, ... par la liaison exprimée par l’équation f/, = 9, 
et l’on peut en dire autant des autres équations (3). 

Si le systeme de points matériels est libre, en sorte qu’il n’existe pas 
d’équations de condition entre les coordonnées de ces points, les 
quantités dv, dy, 0s, ... sont complétement indépendantes, et ona 


ces équations 


d?. ay dz 

i ew 1 = Sg hs ee = OL 
dt? : dt? meas dt? ‘ 
aa d? az 

m, ont = my X m, as st rast Vag (lt B90 hi te Bee 


4, Examinons le cas ou les forces qui agissent sur le systeme tendent 
vers des centres fixes. Soit P une de ces forces appliquée au point m et 
dirigée vers le point (a, b,c); enfin soit p la distance de ces deux 
points. Il est clair que le moment virtuel de P est — P dp, en sorte 
que l’on peut poser, en désignant par mX, mY, mZ les composantes 
de P, 


(4) m(Xox + Yor + Zdz) = — Pop. 
D’apres cela, si P, Q, ... sont des forces qui agissent sur les points m, 


m,, Mz, ... du systeme et dirigées vers des centres fixes distants de p, 
Berens OA 


Lm(Xdx + YOY + Z06z) = — Pdp—Qoq-.... 


Il est d’ailleurs aisé d’obtenir l’équation (4) par un changement de 
variables. En effet, les composantes de la force P suivant les trois axes 
de coordonnées sont 


b—yr 


’ NL 


Soe, mY¥=P 
P 
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boa | 


orona 
p=(«x—a)+(y—b)?+(2— Cc), 
“a dp y—b _— dp Pantin dp. 
P ~ dx’ p ~ dy’ et 
ona done 
es dp pes, dp oc dp 
mk ——P Ts Nn a He Leese 9 8 


et l’on en déduit par suite l’équation (4). 

P étant une fonction de p, Q une fonction de g, etc., si l'on désigne 
par P’ une autre fonction dep, par Q’ une autre fonction de g, on peut 
poser 


Be ede 
ee o ce 
et il en résulte 
Be aed a LSE Pa ee ae fete 
dx ay az 
et 
xm(Xdx + Ydoy + Zdz) = — dP’— dQ’--. 


5. Supposons ensuite qu’il y ait des forces provenant d’attractions 
mutuelles entre les points du systeme. Il faudra d’abord nous servir du 
principe de la réaction égale et contraire a l’action, donné par Newton, 
et qui peut s’énoncer ainsi : St un point matériel m exerce une action 
sur un autre point m,, elle sera dirigée suivant la droite qui les joint, et, 
de plus, le point m sera sollicité vers le point m, par une force égale et con- 
tratre a la premieére. | 

Concevons d’apres cela que les deux points m et m, soient sollicités 
l’un vers l’autre par la méme force F et séparés par la distance /. 
Soient e, e, les projections des vitesses virtuelles de m et m, sur /; les 
moments virtuels dles deux forces F sont Fe, Fe,; or e + e, représente 
la diminution de la distance f; done la somme des moments virtuels 
des deux forces F est — Fos. 

On peut encore obtenir cette expression de la maniere suivante. La 
force F, qui tire m vers m,, a pour composantes 


A aid Oo 


x ’ 


VER ts Ye 
° 


ms =f 
uf 


ys rat mZ =F 
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Or ona 


fs (e—ay + (yn) (2— a) 


of = 5 (be — an) + a (8p — ayn) + SG (82 — 321), 


et il en résulte l’équation 
— Fof=mX (dx — d2,) + mY (dy — oy.) + mZ(dz — 0z,), 


ou le second membre représente bien la somme des moments virtuels 
des deux forces F. 
Si l’action entre les deux masses mm et m,, au lieu d’étre attractive, 
était répulsive, il faudrait remplacer le moment — F Of par + Fos. 
Posons 
F=-—-; parsuite, —Fdf=— 60; 


attraction mutuelle entre deux points queleonques du systeme don- 
nant, dans le second membre de l’équation (2), de semblables termes 
— db’— 0b”—..., si l’on suppose que toutes les forces qui agissent sur 
le systeme proviennent d’attractions vers des centres fixes et d’attrac- 
tions mutuelles, on aura pour cette équation 


© Cx ay GAG. ont ay ; : ; 


Si lon pose 
U=— (P+ Q'+ ..+ 04+ 6'+...), 


on aura 


eZ Ee igs ME a 
(5) Sin( Ge ao + St ay + SE a2) =U. 


La quantité U s’appelle foncuon de forces et, plus généralement, toutes 
les fois que le second membre de |’équation (2) 


Xm(Xdx + Voy + Zdz) 


est une différentielle exacte JU, on dit que U est la fonction de forces. 
Si attraction entre les points m, m,, m,,... alieu en raison inverse 
du carré de la distance, on a, pour la force qui s’exerce entre m et m,, 
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mm . , * mm . . 
i= “Fr il en résulte — Fdf=d te et la partie de la fonction de 
Py Z mm, 
forces relative aux attractions mutuelles sera eis 


Si l’on suppose une force constante dont les composantes soient A, B, 
C, agissant sur le corps m dont les coordonnées sont a, y, z, la partie 
correspondante de la fonction de forces sera Ax + By + Cz. On aun 
exemple d’une telle force dans la pesanteur; car, si un corps se déplace 
ala surface de la Terre, le centre d’attraction étant tres-éloigné, lin- 
tensité de la pesanteur et sa direction peuvent ordinairement étre re- 
gardées comme constantes sur ce corps. 

Si le systeme est libre, toutes les variations dav, dy, Oz sont indé- 
pendantes et l’équation (5) revient aux suivantes : 


a d?z _ du ry | dU d’z du 
dhe Ot die Ay oe ion ae 
d?z, dU 


Ti. — —— 
“ar dx,’ 


PROPRIETES RELATIVES AU CENTRE DE GRAVITE. 


6. Imaginons d’abord un systeme de points matériels entierement 
libre. Nous aurgns les équations du n° 3, 


dz dy d’z 
Ape == Wt a, ae my, Mae = mi, 
ig 1 

m, =m, X,, 


En additionnant ces équations, on en conclut 


Flee ee (bel Sia ea © 
(1) Yin We =) mx, Sn Ge =) my, Sin = nt. 


Posons 


@ SOE aN igiesib sny eS CHG; 


a, b, c étant les coordonnées du centre de grayilé; nous aurons par 
les propriétés de ce centre 


Linen amy =bl my lms elm 
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Die = 055 Ly == 05" 2G 08 


nous avons donc aussi 


IG cg y diy -- 2 Sm, SnZ we Ge ya 
yan dt dt oy m, ar ae mA de dt* ; 


et il en résulte, au lieu des équations (1), 


ae sy m= YmX, os ar ms Sim, Sina Smt. 
dt? dt 


Dans les seconds membres, les actions mutuelles disparaissent, puis- 
qu’elles sont deux a deux égales et contraires; il ne reste donc que des 
forces provenant d’actions extérieures au systeme. Les trois équations 
précédentes donnent le théoreme suivant : 


Le mouvement du centre de gravité d’un systéme libre est le méme que 
st les masses de tous les corps étaient réunies en ce point, et que toutes les 
forces qui agissent sur le systéme fussent transportées au méme point. 


Il faut remarquer que des chocs entre les corps du systeme ou des 
explosions ne changent pas le mouvement du centre de gravité; car, 
@apres le principe de la réaction égale et contraire a*l’action, il n’en 
résultera que des forces égales et contraires qui se détruisent dans les 
trois équations du mouvement du-centre de gravité. 

Supposons ensuite que le systeme soit assujetti a des liaisons et qu’il 
existe une fonction de forces U. Nous aurons l’équation 


da Py d?z aa 
Yn( Se 0% + a oy + = dz) = aU. 


Concevons que U et les équations de condition ne dépendent que des 
différences entre les coordonnées paralléles, de sorte que U et ces équa- 
tions ne changent pas quand on augmente tous les wa d’une méme 
quantité @, et de méme pour les y et les z. C’est ce qui aura lieu toutes 
les fois que U et ces équations ne renfermeront que les distances mu- 
tuelles des corps. 

Nous pouvons donc prendre tous les Ja égaux a & et les dy et dz 
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égaux a zéro, et alors l’équation précédente devient, en la divisant 


par A, 
‘ Sin d?x ue dU 
ie da 


Le second membre est nul; car, si nous faisons croitre tous les x 
d'une méme quantité A, l’accroissement de U est nul, et si A est infi- 


i ; j dU 
niment petit, cet accraissement est h\ re on a done 


et de méme 


* 


a, b,c étant les coordonnées du centre de gravité, ces trois équations 
reviennent aux trois suivantes : 


donc, en désignant par p, 9, Pi» 915 Por Ja des constantes arbitraires, 


ona 
a=p+qt, b=p+qt, c=ptqt, - 


et, par conséquent, le mouvement du centre de gravité est rectiligne 
et uniforme. 
Les trois équations précédentes peuvent s’écrire 


Lmx=ptgt, Zmy=preqat, Imz=pr.t+ qt, 


et représentent trois intégrales des équations différentielles du mou- 
vement. 
PRINCIPE DES FORCES VIVES. 
7. Prenons pour déplacement virtuel de tous les points d’un systeme 


le déplacement qui a effectivement lieu dans l’instant dz. Alors nous 
avons pour les variations de toutes les coordonnées 


(1) a Sida, idyssdy, O2i=sdz. 
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Toutefois cette hypothese n’est admissible qu’autant que les liaisons 
sont indépendantes du temps ¢; car, si f= o est une des équations de 
condition données, les déplacements virtuels satisfont a l’équation 


an 4. ahs oa: 3+ WF ge... 0, 


d. dy d 


que l’on obtient en faisant varier toutes les coordonnées des points, 
mais en supposant le temps constant s'il y est renfermé. Au contraire, 
’équation f= o devant étre satisfaite & tout instant du mouvement 
qu’effectue réellement le systeme, on devra pour ce mouvement diffé- 
rentier cette équation, en faisant varier z, et l’on aura 


ae dk ay + w Seon eek C= oO. 
dx dy dz dt 


Il est donc évident qu’on ne peut admettre les équations (1) qu’autant 


que les équations de liaison ne renferment pas le temps. 
Introduisons les expressions (1) dans |’équation 


es we 2 pe: ae 


et nous aurons 


Ox d? n n i 
MG dx + a dy +- Ti ds) = Sn (Xdxz + Ydy + Zdz). 
Le premier membre est la différentielle de 
i da\? dy\? a dz\* 
5 Sin e = ae dt ) 
et, si l’on désigne en général par ¢ la vitesse de la masse m, ona 
= d Smo = im (Xdx+ Ydy+ Zdz). 
Dans le cas ot il existe une fonction de forces U qui ne renferme pas 


le temps, les équations (1) rendent dU égal & dU; le second membre de 
équation précédente est donc aussi égal & dU; cette équation s’inteégre 
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immeédiatement et donne 

eS 

—-ime?=U+h, 

2. 


A étant une constante arbitraire. Remarquons, en méme temps, que 


léquation 
I faz rae dy oe dz\? Rey 
an | (a) dt ii) 3 


est une intégrale premiere des équations différentielles du mouvement. 

On appelle force vive d'un point le carré de sa vitesse multiplié par 
sa masse, et force vive d’un systéme la somme des forces vives de tous 
les points du systeme. 

Done, dans un systéme assuyetti a des liaisons indépendantes du temps, 
et pour lequel il y a une fonction de forces également indépendante du 
temps, la demi force vive du systéme est égale a la fonction de forces 
augmentée d'une constante. C’est Daniel Bernoulli qui a énoncé le pre- 
mier ce principe dans toute sa généralilé. 

Désignons par (x, y, 33 Li, ¥1, 2,,---) la fonction de forces U, 
par ¢, la valeur initiale de la vitesse de chaque masse m et par «, 6, y, 
G1, Bi» Yr» --- les valeurs initiales de x, y, 2, ©, ¥, 2,,+..3 puis €cri- 
vons la formule ci-dessus pour deux instants du mouvement, et retran- 
chons les deux équations l’une de l’autre, nous aurons 


(ome — LIne =U (ae, 7, 23 Lis Vi» Sige +) — W(a, B, Po=> =}, 


Ni» 


et, par conséquent, la demi-variation de force vive d’un systeme a deux 
instants du mouvement est égale a la difference des valeurs de la fonc- 
tion de forces a ces deux instants; donc, en particulier, si le mouve- 
ment d’un systeme en ramene au bout d’un certain temps tous les 
points & une position antérieure, la force vive n’aura pas changé dans 
cet intervalle de temps. 

Si nous désignons par F l’action mutuelle qui s’exerce entre deux 
points matériels m, m, d’un systeme, et par / la distance qui les sépare, 
d’apres ce que nous avons vu (n° 5), la partie correspondante de l’ex- 
pression 

Xm(Xdxz + Ydy + Zdz) 


14 DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 


est égale a — Fd, si l’action est attractive, et a’ +Fdf, sil’action est 
répulsive. Ainsi supposons le systeme sollicité seulement par des 
actions mutuelles et répulsives, et nous aurons : 


PB, Be 
~ (Smo — Emo; me F, df, +f FB, dfs +. - + 


en désignant par @,, a, ... les distances mutuelles quand les vitesses 
sont représentées par 9 et par 6,, 6., ... les distances quand les 
vitesses sont représentées par ¢. Le second membre sera positif, si 6,, 
6,... sont plus grands que @,, @. .... D’apres cela, puisqu’on sait que, 
dans un gaz, l’action qui s’exerce entre les molécules est répulsive, 
on en conclut que, suivant qu’une masse de gaz se dilate ou se con- 
dense, sa force vive augmente ou diminue. 


8. Le principe des forces vives a également lieu lorsqu’on rapporte 
les mouvements des corps a leur centre de gravité. Soient a, b,c les 
coordonnées de ce centre et &, 4, ¢ les coordonnées paralleles aux pre- 
mieres de chaque masse m, prises par rapport & ce centre. Nous 
aurons 

= Erba, ym Hibs ig Ga cy 


et, par suite, 


=) Gia ne ap Dg ae as 


dt? 
mee moe Sm de) + dnt + ag 
dt dt dt? 


Vv * (= dy? + =) __ da? + db? + 2eN'n da dé db din 


Les deuxieme, troisieme et quatrieme termes du second membre sont 
nuls, parce que, d’apres les propriétés du centre de gravilé, on a 


Se == 0, -siyice 0," Vnit = Oo; 


Si donc on différentie l’équation précédente, on a 


dzd’x+dyd@y-+dzd?z _dad’a+dbd?b+dced*e 
m = : ez m 
Y dt? dt? S 
+Sm eee + dae. 
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Mais on a trouvé ci-dessus |’équation 


(1) oy aS +dzd°z = n(Xde + ¥dy + Zd2). 


Retranchons ces deux équations, et remplagons daw, dy, dz par 
dé + da, dn + db, dé + dc, nous obtenons ainsi 


oe EE ab util n 
( da pee ae at 7) yn +yim (aeoe + gi on Ua de a 


= Sm(Xdé+ Vdn+Zdt) + Sm(Xda+Ydb+Zde), 


et, comme on a (n° 6) 


@a 
dp zit 2mX, ee 


il en résultera l’équation 


ee cla Oi ae Mail Nn 2 : 
Sin F pe ae Te) = MX de Y dr +-Ldt), 


qui est entierement semblable a l’équation (1). 

Si les forces proviennent d’attractions mutuelles et fonctions des 
distances, X, Y, Z sont les mémes fonctions des &, 4, ¢ que des a, y, 2; 
le second membre est une différentielle exacte et représente précisé- 
ment dU, U étant la fonction de forces; donc, en intégrant l’équation 


précédente, ona 
I dé\? dn \? dG Na le: ‘ 
(2) = yim (3) + (3) + Ca) Jase, 


h’ étant une constante arbitraire. Au reste, dans le cas actuel, faisons 
w= &+a, ... dans l’équation 


I dx\? f{dy\? GN 
+m ( (ar) + (ar) +(&) [au 
et nous aurons 


Bal) =) (Toe 20) =) 1S 
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Or nous avons (n° 6) 


da __ dh de _ 
dia. Fae ee ae 


Js Wis Jo Etant des constantes arbitraires; il en résulte 
A'=h—Fl(g?+qi+qi) 


9. Lorsque le systeme est libre et que la fonction de forces est une 
fonction homogene, ce qui a lieu dans le cas d’attractions mutuelles 
suivant la loi de la Nature, on peut déduire du principe des forces vives 
une formule qui mérite d’étre remarquée. 

En effet, si U est une fonction homogene des coordonnées du degré «, 
ona 


dU dU dU 
(3) Mieatre +? 277) au, 


le signe = s’étendant aux coordonnées x, y, z de tous les points du 
systeme. Soit r la distance de chaque point a l’origine des coordon- 
nées, on a 

Po eS ae 
et l’on obtient ensuite 


d( mr) ‘dx it 2 dz Mx OK: a?z 
haeu =2)m (ae at) *\de a S Ge aoe | 


ou, en désignant par T la demi-force vive du systeme, 
1 d(2 mr?) (=< pe Pha 3 d?z) 
a Wee oot ve yn de ae +7 ae }: 


dx dU mr Be dU d?z dU 


Ode dase mae = Ge ade da 


Orona 


et, en se servant de l’équation (3), 


d?(Smr?) 


AB =4T+ 2aU. 


Ensuite on a, d’apres le principe des forces vives, 


die Ua ps 
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on arrive donc a cette formule 


cea = (4+2a)U+4h. 


Si l’on fait absolument le méme calcul en placant l’origine des coor- 
données au centre de gravité du systeme, supposé sollicité seulement 
par des attractions mutuelles, et qu’on se serve de l’équation (2), on 
trouve, en désignant par R la distance de chaque masse au centre de 
gravilé, 

d?( = mR?) 
di? 


=(4+20)U+4N’. 


Remarques sur la stabilité d’un systéme libre. 


10. Concevons un systeme sollicité par des actions mutuelles toutes 
attractives et s’exercant en raison inverse du carré de la distance; on 
aura «= —1, et, en faisant mR? = S dans la formule précédente, 
on obtiendra 


—— =20 + 4h’. 
dt? 4 

Si le systeme est stable, c’est-a-dire si aucun corps ne doit s’éloigner 
indéfiniment du centre de gravité commun, la quantité S ne doit pas 
pouvoir croitre indéfiniment. En intégrant cette équation entre zéro 
et z et désignant par S, une constante, on a 


ga 
aaa (U + 2h’) dt, 


et, si u désigne la plus petite valeur de U entre zéro et ¢, on a 


ds : ‘ 
a —S, > (2u+ Gh’) t. 


* . 
Intégrons de nouveau, et soit S, la valeur de S pour t=0, nous 
aurons 
S>8,+S,t+(ut+2h')e. 


Je dis que 2h’ est négatif. En effet, w est essentiellement positif; si 
donc 2’ était positif, en faisant croitre ¢, on obtiendrait des valeurs 
3 
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de S qui grandiraient indéfiniment, et la stabilité n’aurait pas lieu. 
Ainsi 2/’ et méme u + 2h’ sont négatifs. 

En second lieu, U + 2h’ n’est pas constamment négatif, car autre- 
ment, en désignant par v sa plus petite valeur absolue, on aurait 


S25 2-8 fa ass, 


et S prendrait des valeurs négatives indéfiniment croissantes, ce qui 
est absurde. 

Puisque wu + 2h’ est négatif, on voit que U + 2h’ est tantot positif, 
tantot négatif, et, de plus, il a été prouvé que 2A’ est négatif. Or, en 
désignant par T’ la demi-force vive du systeme prise par rapport au 
centre de gravité, on a, d’apres la formule (2) du n° 8, 


T=U+A ou 2T—U=U+2h’; 


done, dans un systéme libre sollicité par des attractions mutuelles suivant 
la raison inverse du carré de la distance, la force vive du systéme autour 
du centre de gravité est tantot plus grande, tantét plus petite que la fonc- 
tion de forces, mais elle est toujours plus petite que deux fors cette fonction 
de forces. 

Il résulte de la que, pour que ce systeme soit stable, il faut que la 
force vive initiale autour du centre de gravilé soit plus petite que le 
double de la valeur de la fonction de forces a l’origine du mouvement. 


11. Si le Soleil agissait seul sur le mouvement des planétes, elles 
décriraient exactement des ellipses dont ce corps serait le foyer, et la 
cause principale de la stabilité du systeme planétaire provient de ce 
que ces orbites sont fermées. Or M. Bertrand a reconnu le premier que 
la loi d’attraction de la Nature, découverte par Newton, est la seule 
qui donne de pareilles orbites. Voici la démonstration qu’il en a 
donnée : 

Il s’agit ‘de prouver que, parmi toutes les attractions décroissant 
avec la distance, celle de la Nature est la seule pour laquelle un corps 
attiré vers un centre fixe et lancé dans une direction arbitraire, avec 
une vitesse qui ne dépasse pas une certaine limite, décrira nécessaire- 
ment une courbe fermée autour de ce centre. 

Désignons par 7 la distance du corps au centre d’attraction, par 6 
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angle de ce rayon avec une droite fixe, et par 9 (7) la force d’attrac- 
tion exercée par ce centre sur le corps. Les deux équations différen- 
tielles du mouvement sont, en mettant ce centre a l’origine des coor- 
données, ' ‘ 


ax x ay 
eee aes r= ors 
on en déduit 
ee ee 
ee ap 
et, en intégrant, 
dy dx 


Pubad Ga 
& étant une constante arbitraire. Introduisant 7 et 6 au lieu de x et y, 
ona 


On déduit des deux mémes équations, ou par le principe des forces 
vives, 

dr? + rade? 

emer eek ages —2f9(r)dr, 


et, en éliminant dé entre ces deux équations, on obtient facilement 


si l’on pose 


il en résulte “ 
d’z I 


Wa ee te) ee 


Multiplions par 2dz, puis intégrons en posant 
w(2)=2 f(z) dz, 


et nous aurons, en désignant par A une constante arbitraire. 


dz 2 I 
(Sp) +2 pele) —A =o 


Oo 
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on en déduit 


Si la courbe donnée par |’équation quia lieu entre z et @ est fermée, 


la valeur der ou celle de z aura au Moins un maximum et un minimum 


dz 
our lesc¢ uels —~ Sera nul, et les rayons vecteurs corres ondants seront 
p ] do 


des axes de symétrie de l’orbite; car, si l’on fait varier r ou 3a partir 
de l’une de ces valeurs et que l’on compte l’angle @ a partir du rayon 
correspondant, la formule précédente donnera pour @ deux valeurs 
égales et de signes contraires. Or, quand une courbe a deux axes de 
symétrie, en pliant la figure autour d’un de ces axes, on obtient, par le 
rabattement du second, un troisieme axe. En pliant ainsi la figure suc- 
cessivement autour de chaque axe, on en obtiendra une infinité, si 
langle que font les deux premiers axes n’est pas commensurable avec 
deux angles droits, ce qui ne peut avoir lieu pour aucune courbe fer- 
mée autre que le cercle. Si donc & et 6 représentent le minimum de z et 
le maximum qui le suit, on a l’équation 


B 
(1) mr = = es =9 
ay lit pale) 2 


ou mest un nombre commensurable et x le rapport de la circonférence 
au diametre. 

Supposons que, la fonction a(z) étant donnée, on obtienne des 
orbites fermées, en faisant varier A et &* entre certaines limites. Quand 
h et k? ne seront plus tous deux entre ces limites, la courbe pourra 
n’étre plus fermée, mais elle possédera encore la méme équation et 
les mémes axes de symétrie; de sorte que nous pourrons supposer 
alors A et k? susceptibles de toutes les valeurs réelles. 


dz 


7g = 0 pourz=«a ets = @, il en résulte 


Puisque l’on a 


httola)—a=o, h+ ta(8)—f=03 


par suite, 


(6) — w(a)’ 5 (8) — o(a) 


COM rise b= Soe, 
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et l’équation (1) devient 


eee i Renae aac eee tices 
J, Vaia(B) — Bola) + (8 — a*)a(2) — #[0(8) — @()] 

La fonction aw (z) doit étre telle que cette équation ait lieu pour toutes 
les valeurs de A et k et, par suite, de « et 6. Le nombre commensurable 
m doit étre constant d’une orbite a l’autre; car, s'il changeait, une va- 
riation infiniment petite dans les conditions initiales apporterait un 
changement fini dans la disposition des axes de symétrie de la courbe. 

Supposons @ et ( infiniment peu différents, et posons 


Bax -+ UL, 
u étant infiniment petit; comme z reste compris entre « et f, on a aussi 
2=a4+Y; 


y étant infiniment petit. 

En négligeant les infiniment petits du quatrieme ordre et désignant 
par a’(a), «”(a) les dérivées premiere et seconde de w(«), nous aurons, 
pour la quantité soumise au radical du dénominateur de (2), 


[w' (2) — 20" (x) (wy — uy’), 


et la formule (2) devient 


ou 
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Mais, dans ces formules, m n’est pas un nombre commensurable quel- 
conque. En effet, Ja formule (2) devient 


Pp \/ ee 5 
dz y a m3 
i ea = : £ be A 
J ee tess an eet Se 
fe a? B 27 ee be a m? ae (B°>— a’)s me hi Ee REIS 


Supposons d’abord 2 — — positif. Laissant 6 quelconque, nous pou- 


vons supposer @ trés-petit et, passant a la limite ott & est nul, nous 
déduisons de cette formule 


8 dz : 
mt = =mMwT, 
T T 
6 / am gm =z? 


et, par suite, m= 1. On en conclut 


et l’attraction a lieu en raison inverse du carré de la distance. 
. I , Le ° . 
Supposons ensuite 2— — négatif. Laissons « quelconque et faisons 
m 


( = 0, nous aurons 


et il en résulte 


par conséquent, une attraction proportionnelle 4 la distance donne 
aussi des orbites fermées; elles ont deux axes de symétrie passant par 
le centre d’attraction. Ces deux attractions sont les seules qui satis- 
fassent 4 la condition cherchée. 


PRINCIPE DE LA CONSERVATION DES AIRES. 


12. Imaginons un systeme de points matériels; rapportons-le a un 
systeme d’axes rectangulaires dont l’origine soit en un point O, et 
exprimons la foncticn de forces U et les équations de liaison au moyen 
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des coordonnées relatives ces axes. Si l’expression de U et les équa- 
tions de liaison sont les mémes, quels que soient les axes rectangulaires 
menés par le point O, il en résulte trois équations remarquables que 
nous allons obtenir. 

Alors la fonction U et les équations de condition ne changent pas 
de forme par une rotation des axes de coordonnées autour du point O. 
Telle est, par exemple, l’équation 


jem ay+ (r+ (e—apat, 


qui exprimerait que la distance entre deux oe du systeme est 


constante et égale a /. 
Exprimons que la forme d’une fonction des coordonnées des points 


du systeme 
WAC ae By; Xiy Vis Zit Aeivig 


ne change pas par une transformation autour de l’axe des z. Faisons 
tourner les axes des w, y dans leur plan d’un angle a@, et désignons 
par #’, y’ les nouvelles coordonnées par rapport & Ox, Ov; nous 
aurons 


x=x'cosa—y’sina, 
y=ox' sina +y' cosa, 
et, si nous supposons « infiniment petit, 
Se ay yet a x! 
et la fonction / devient 


ax 
foie Ae ete eaten ' 3 
UC a aoee aR oe i ne +S (et ae r Zs 


et, puisque la fonction fne doit pas changer de forme, 
ee 
ye Teak we 
On pourra procéder de méme par rapport aux axes Oy et Oz, et l’on 
aura 
efit OP 
Deas Fae )=% 


Sef —aif)-= 
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Comme toute rotation autour du point O peut se décomposer en trois 
rotations autour des axes des a, y, s, il est clair que les trois dernieres 
équations expriment que la fonction f ne change pas de forme par une 
rotation quelconque des axes autour de l’origine. 

Imaginons un déplacement virtuel autour de l’axe des z, lequel est 
compatible avec les liaisons, puisque les équations de liaison ne 
changent pas par les accroissements qui en résultent pour les coor- 
données. Posons donc 


x= Pcose, fee rsing, 
en supposant r constant et-9 variable, et nous aurons 
6x = — rsingdgo = — yd, dy = rcosgdg = £09, 02 =O. 
Par suite, l’équation 
(@) Sin (Geet Bay + Fe as) = a0 
deviendra 


so Vim (- Te eG \a el Pia 
od m(—rGe +2 Gs) =s0), arta rads 


- Or, d’apreés ce quia été prouvé ci-dessus, ona 
: y Ja0 ogre 2 


on a donc 
yin Le oe — 
OP. OE ee 
et, en intégrant, . 5 


(1) Sin (2 far Flac, 


C étant une constante arbitraire. On ade méme, en désignant par A 
et B deux constantes arbitraires, 


dz ay\ 
(2) Snr Gg )=A 


(3) Yin(2 ea) = B. 
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13. Pour arriver a ces trois équations, nous avons supposé qu'il 
existe une fonction de forces; sil n’en existe pas, on devra remplacer 
le second membre de |’équation (a) par 


Lm(Xodx + Yor + Zoz), 


et, d’apres le raisonnement précédent, on trouvera 


(4) Ynez Te 7 Ge) = SdmleY—yX), 


si les liaisons permettent au systeme de tourner autour de l’axe des z, 
et en y ajoutant 


(5) Sin (Ge = GE) = Sim ey), 


(6) Yn(z qen7* ad) =Ym(eX — 22), 


nous aurons trois équations qui auront lieu toutes les fois que le sys- 
teme est entierement libre de tourner jautour de V’origine O. Si le 
systeme n’est sollicité par aucune force extérieure ou s'il ne l’est que 
par des forces dirigées vers l’origine, ona 


Xm(xY—yX)=0, Im(yZ—zY)=0, Xm(zX—2xZ)=—0, 


et, par suite, on retrouve les équations (1), (2) et (3). 

Observons que 4(ady — ydzx) est l’aire décrite pendant l’instant dé 
par le rayon vecteur mené de lorigine a la projection du point m sur 
le plan des x, 7 : cette aire étant comptée positivement de l’axe des x 
ady — ydx 

2dt 
laire de la projection dem. Les équations (1), (2) et (3) expriment done 
que la somme des masses multipliées par les vitesses aréolaires des 
projections de ces masses, sur chaque plan de coordonnées, est con- 
stante. Ce qui peut encore s’énoncer ainsi : La somme des masses de 
chaque corps multipliées par les aires décrites par le rayon mené de I ori- 
gine a la projection de ce corps sur un des plans de coordonnées croit 


proportionnellement au temps. C'est en cela que consiste le principe de 


4 


positifs vers l’axe des y positifs ; est appelée da vitesse aréo- 
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la conservation des aires, ct les équations (1), (2) et (3) sont appelées 
les intégrales des aires. 

I] faut remarquer que, s'il arrive des chocs entre les corps du sys- 
teme ou s’il y survient des explosions, les équations (1), (2), (3) n’en 
seront pas modifiées, puisque ces phénomenes introduiront des forces 
égales et contraires, et qui disparaitront des seconds membres des 
équations (4), (5) et (6). 

Les trois intégrales (1), (2), (3) ont lieu pour un systeme de points 
libres qui s’attirent ou se repoussent mutuellement; mais elles ont lieu 
plus généralement lorsqu’il existe une fonction de forces, et que cette 
fonction de forces et les équations de liaison ne changent pas par un 
mouvement des axes de coordonnées autour de l’origine. Les liaisons 
satisfont effectivement & cette condition, quand les points sont hés 
entre eux et a l’origine, mais ne sont liés a rien qui soit situé en dehors 
de l’origine et du systeme de points. On a un exemple particulier de 
pareilles liaisons dans un corps solide entierement libre de tourner 
autour de l’origine. 

D’apres le raisonnement qui a servi a obtenir l’équation (1), on aura 
cette équation toutes les fois que la fonction de forces ne change pas 
de forme par un mouvement des axes de coordonnées autour de celui 
des z, et que le systeme est libre de tourner autour de cet axe. Suppo- 
sons un systeme sollicité par des centres fixes situés sur une méme 
droite, en méme temps que par des attractions mutuelles; supposons 
aussi que les liaisons laissent le systeme libre de tourner autour de 
cette droite. Prenons cette droite pour axe des z, les moments des 
forces dirigées vers les centres fixes, pris par rapport & Oz, seront 
nuls; on aura donc encore ]’équation 


¥ S dy al i: 
NE 5 Ne 


et, par suite, l’équation (1). 


14. Les trois intégrales des aires se rapportent & une origine des 
coordonnées immobile; on ne peut done les appliquer immédiatement 
au systeme planétaire, puisqu’on ne peut assigner aucun point fixe 
- dans l’espace; on a cependant encore trois équations analogues. 
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En effet, w, y, z étant les coordonnées d’un queleconque des corps m 
du systeme planétaire par rapport & des axes fixes, ona (n° 6) 


¥ m Oe as Oo ‘ m ae Oo m eA =©0 
i ital ' temas ar 


Soient a, @, y les coordonnées d’un point ayant un mouvement rec- 
tiligne et uniforme, on a 


Pana G76 ne BD? You 
de ON Gi ae dD 


Transportons l’origine des coordonnées en ce point, et faisons 
Oe A GY tate Pige S om ted S 


l’équation par rapport aux axes fixes 


deviendra 
, ay" Y a? x ap S ma'— d'a Sn a 
ym ag i, ke Vice er he dl? J 
Px @*y, 
+aSm ae aS m ee 


et, au moyen des équations précédentes, 


On aura de méme les deux autres intégrales des aires. Le mouvement 
du centre de gravité du systeme planétaire étant rectiligne et uniforme, 
les équations (1), (2), (3) auront lieu si l’on prend ce centre pour ori- 
gine des coordonnées. Par un calcul facile, on pourra ensuite trans- 
porter l’origine des coordonnées du centre de gravité du systeme au 
centre du Soleil. 


i 
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45. Si nous avons les trois équations (1), (2), (3) par rapport aux 
axes de coordonnées Ox, Oy, Oz, nous aurons trois autres équations 
entierement semblables par rapport a trois autres axes rectangulaires 


menés par la méme origine Ow’, Oy’, Oz’, ? 


A’, B’, C’ étant de nouvelles constantes; proposons-nous de les expri- 


mer au moyen des constantes A, B, C. 
On passe du premier systeme de coordonnées au second, et récipro- 


quement, par les formules suivantes : 
gaaz'+ by Ben, HHdre pay +a 2, 
yoeda's+Vy'+c'2',) y=baet+b'y+ b’z, 
a= al’a'+b’y'+0"2', 2=cx+ey+e"z, 
a, b, c élant les cosinus des angles de Ow avec Ox’, Oy’, Oz’, ete. 
On tire de ces formules 
y'dz' — 2'dy' = (b’e"— c'b") (ydz — zdy) + (b"c — c’b) (dx — xdz) 
+ (be'— cb’) (xdy —ydzx); 
or on a les formules connues 
De — eb =a, be —Cb=a. be — 2) ae 
on a done 
y'dz'— 2'dy'=a(ydz— zdy) + a'(2zdx—xdz)+ a" (xdy—ydz). 
Multiplions cette équation par m, et faisons la somme de toutes les 
équations semblables pour chaque masse : nous aurons 


ds rayon dz dy : dx dz 
dele Gem? ar =a im apn Oe +a' Sim sh) 


ca pea dx 
+a"y eer Teme er 9 
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ou, ce qui est la méme chose, 


A’=aA+a'B-+a’C, 


et nous avons de méme 
B= Oh 4.0 Be 6G, 
(Ci = eu Ae i cen oC 


On conclut de ces trois formules que, pour trouver les constantes 
des équations des aires pour un systeme d’axes rectangulaires menés 
d’une maniere quelconque par l’origine des premiers, il suffit de 
prendre la résultante de A, B, C comme si A, B, C étaient des forces, 
et de projeter cette résultante sur les nouveaux axes. 

Si lon prend l’axe des z’ suivant la direction de cette résultante, on 
aura les trois équations 


Sin(ott! 8) _ TITS, 


/ 


Le plan des a’, y’ est alors celui du maximum des aires, et il a recu de 
Laplace, qui l’a considéré le premier, le nom de plan invariable, Ce 
plan ne changerait pas, d’aprés ce qui a été dit ci-dessus, par des 
chocs entre les corps du systeme ou par des explosions. 

Menons une droite perpendiculaire au plan invariable, et, & partir 
du plan, portons sur cette droite une longueur égale & A? + B? + C?, 
en lui donnant la direction de la résultante de A, B, C; nous donnerons 
a cette longueur ainsi menée le nom d’axe du plan invariable. 

Supposons deux corps atlirés par un centre fixe, et qui s’attirent 
mutuellement. Le plan de l’orbite d’un de ces corps a chaque instant 
est celui qui passe par le centre fixe et par la tangente a la courbe dé- 
crite par ce corps; or il est aisé de prouver que l’intersection des plans 
mobiles des deux orbites de ces corps se meut dans le plan invariable. 
En effet, par le centre fixe menons des perpendiculaires aux plans des 
deux orbites, égales respectivement au double de la vitesse aréolaire 
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de chaque corps multipliée par sa masse, et dans’ la direction voulue 
d’apres le sens de cette vitesse; puis prenons la résultante de ces deux 
perpendiculaires, comme si elles étaient des forces : nous aurons l’axe 
du plan invariable. Ces trois droites étant dans un méme plan, les trois 
plans perpendiculaires a ces droites, qui sont les plans des deux or- 
bites et le plan invariable, se coupent suivant une méme droite. 


16. Remarquons ce théoreme donné par Jacobi : Sz-un systéme de 
corps est sollicité par des actions mutuelles, et de plus par des centres qui 
tournent autour d’un méme axe avec la méme vitesse angulaire, ni le 
principe des forces vives, ni aucune intégrale des aires n'ont lieu sépare- 
ment; mais, si lon prend pour axe des z Vaxe de rotation, on a cette 
equation 


I dz\? [dy\? dz\?" -dy dx 

_ “x —y—)\)=U+/l 

= yiml (FF) (Fr) neni om © dt wae lt et 
en designant par w la vitesse angulaire autour de Vaxe de rotation, et 
par | une constanie arbitraire. Cette équation provient de la combi- 
naison de l’équation des forces vives avec l’intégrale des aires relative 


au plan des x, y. Cependant, ce théoreme étant sans application, nous 
n’en donnerons pas la démonstration, qui est d’ailleurs facile. 


EQUATIONS HAMILTONIENNES. 
17. Considérons un systeme de 7 points matériels rapporté a trois 
axes rectangulaires, et désignons par | 
(1) Fr=0¢, 0, erates Sy a0) 


les équations, entre les coordonnées de ces points, qui expriment les 
liaisons auxquelles le systeme est assujetti. Supposons aussi qu’il 
existe une fonction de forces U; nous avons |’équation 


©. ax dy d?z Os 
(2) ae dar + TP by + Te oa) = BU. 
Posons 
dx ; dy dz 
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nous aurons pour l’expression de la demi-force vive 
=12m(a2? + yr? + 3”); 


en différentiant T selon 0, caractéristique qui se rapporte aux déplace- 
ments virtuels, on peut écrire ces deux formules 


sT—3 (0 a: eee. dz 
2 =3¥m ae ag a Ai ora 


Chak REG 13 OV me a\e 
at =P mea + yaar +2 0) 


changeons |’équation (2) de signe, puis ajoutons JT aux deux mem- 
bres; nous pourrons la mettre sous cette forme 


Sm dx ay az dz yr ol 
dt ae 2 )— dmx di 9 dt dt 


dx! dy" . deh 
—Sin(S 0a a a 2) =0T —0U, 


Représentons la fonction T— U par H, et léquation précédente de- 
viendra 


, dy , az d : ; 
oN m(a'F dh Oi ag F% eT) — ge ym (ede + Oy + 2'32) = OH. 


Représentons les coordonnées a, y, z par la lettre Q affectée des in- 
dices 1, 2, 3, ..., 3n, et les quantités ma’, my’, mz’ correspondantes 
par la lettre P affectée des mémes indices, de sorte que l’équation pré- 
cédente deviendra 


(3) a(P, a0iu tp, f 


oe +...) 5; (P.3Q, + P.0Q, +...) = aH 


7 dt 


Au moyen des r équations de condition (1), on peut réduire le 
nombre des variables Q ou a, y, z 8 3n —r; mais plus généralement 
on peut exprimer les variables Q d’une infinité de manieres au moyen 
de 3n — r nouvelles variables et de maniere que leurs expressions sa- 
tisfassent identiquement aux équations (1); désignons par qg,, qo. .. 
ces 3n —r nouvelles variables, et choisissons des variables p; en méme 


32 DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 


nombre que les g;, et qui satisfassent a l’équation 
(4) Pi oq Steep Og: = pais ++ progs oe of 0Q, VS P, 0Q, = tNO a P32 OQsns 


en posant 3n —r=k. Si l’on prend les variations virtuelles égales 
’ celles que subissent effectivement les variables g;, Q; dans l’in- 
stant dt, on déduit de l’équation précédente 


dq. Es dQ AQsn 
{>) ae ae peepee Taz, = Pi vi ot Px Bh 
et, par suite, l’équation (3) devient a 
dq, d d : 

a(p. a. > De )— a (pr Og ss a pl Ogi) =o 
ou encore 

dq. dq dp | dp Dut : 
(A) wae eR oars SPR aed So a ede == OH 


or il n’existe plus d’équations de condition entre les nouvelles va- 
riables; si donc on met a la place de OH sa valeur 


dH di di di 
oe pe re) 1 +. SS ala ) 1 +26. Ske ro) ’ 
dq. q fk Pr P * dp fs 


et qu’on égale dans les deux membres les coefficients des variations, 
on aura les équations 


dq, __ dil dq. dH dq; _ dH 

ms ee ee 

( dp... du dp, __—s- dl dp dit 
Tata Te aie ame a 


données par Hamilton. 


48. Examinons les variables p; les variations dg sont indépendantes 
dans |’équation (4), et l’on en conclut, pour les valeurs de s égales 
pier pages ek; 


1Q, ee dQ 
6 P= P, —— : 2: aE ave:6 3 ial 
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Telle est la formule qui permettra en général de passer des variables 
de l’équation (3) a celles de l’équation (A) et des équations (B); mais, 
en se rappelant ce que désignent les quantités Q, P, on peut obtenir 
de p, une autre expression. On a alors, en effet, 


=Sr (e+ gates js 
Bi dqs Y dq: Sy lene’ 


or on a, en désignant par q',, 7. ... les dérivées de q,, qo, ... par 
rapport a @, 


(7) | pee ct ae ae ; 

7 = di = aa dg 3 

On en conclut la premiere des trois équations 
te Die a ede 
aq, wage ° “dg. © dge’ dq, dg? 


et les deux autres s'obtiennent de méme; on a donc enfin 


(8 =Sm iiah are 1 gis or 
, Pe DF dag TT age? dg) = ae, 


D’apres cela, on aura la quantité p, en exprimant T en fonction des 
variables g et de leurs dérivées q’ et en prenant la dérivée de T par rap- 
port a g;. La formule (3), écrite pour s=1, 2, ..., h, donne lieu a k 
équations linéaires par rapportaq,,97,,--.. 93 trons 7, 7, ... de ces 
équations en fonction des variables q;, p;, et portons-les dans |’équation 


Pigs Poa +--+ + pag, = 2T, 


qui résulte de l’équation (5), nous aurons T exprimé au moyen des 
variables q;, p;, et nous pourrons former les équations (B). 

Jai donné la démonstration qui précede des équations de Hamilton 
dans le Journal de Liouville, 1874. Ce qui fait que la démonstration 
précédente de ces équations est plus simple que celles qu’on avait 
données jusqu’alors, c’est que l’on remplace l’équation (2) par |’équa- 
tion (3), qui est d’une forme plus générale et qui renferme cependant 
les mémes propriétés a démontrer. La généralisation a alors pour effet 

5 
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de forcer a aller au but par la voie la plus directe. Remarquons que, au 
contraire, |’équation 


est fondée sur la forme particuliére des quantités Q, P. Nous allons 
toutefois démontrer que cette équation a lieu toutes les fois que la 
fonction H de l’équation (3) se compose d’une fonction — U qui ne 
renferme que les variables Q et d’une fonction T homogene et du second 
degré par rapport aux variables P, qui contient les variables Q d’une 
maniere quelconque. 


19. En effet, T étant homogene et du second degré par rapport aux 
quantités P, on a 


dT dT 
oy ees] UF ae, Soe ae ean ap, 
l’équation (3) peut s’écrire 
AQan 5 dP, dP 5, 


dQ, ahaa" 
yas ea Oye a ay 6Q;, — oT — ou; 


dt 
on suppose qu’il existe des relations entre les variables Q; mais, comme 
il n’en existe aucune entre les variables P, les variations OP sont indé- 
pendantes, et l’on en conclut, T étant fonction des Q;, P;, 


ghee ical ei Rega 
aD ap, — 2» sates 9) Wi See es 
on aura done 2T=—P,Q,.+,P.Q, +... ef, en. vertu de l’équa- 


tion (5), 2T=pig, + Poqy +--- + pPegys nous en déduirons 
20T = p,dq', +...-+ ped, + q', Opi t-..+ qi, Ope 


D’autre part, en vertu des premieres équations (B), on a, en général, 


7 ath 4, 
LS pie ap; 
il en résulte ; 
U t \ dT i ; dT 
20T == Pi oq’, =e s + prog’, T dp, Opis «ee Sal dpi Opt. 
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Or on a, en supposant T exprimé au moyen des q;, pi. 


dT dT dT dT 
oT = — dpi+.. 4 d tobe + a 0qi5 
dp, once dpk SHE dq. RES: dqk “a 


en retranchant cette équation de la précédente, on obtient 


dT dT 


Ol p09, Me ee Og: da. Ogi —-+. ia; O"dk 


Donc, T étant exprimé au moyen des quantités g;, g;, on a, comme 
il fallait le démontrer, 


20. L’équation (A) présente certains avantages sur les équations (B). 
En effet, l’équation (A) est encore applicable dans le cas ot il n’y a pas 
de fonction de forces, tandis que les équations (B) ne le sont plus; il 
suffit alors de convenir que, dans dH = OT — OU, OU n’est pas une 
différentielle totale tant qu’on n’imagine pas toutes les variables expri- 
mées en fonction de ¢, et de remplacer OU par 


Xm(Xdx + Voy + Zaz), 


X, Y, Z étant les composantes des forces; en remplacant les variables Q 
OU &, ¥, 5 Pal Gir Jar +++) Ja» Cette expression prendra cette forme 


G, dg: + Grdg, +...+ Gidgu 
Substituons dans le second membre de |’équation (A) l’expression 


dT dT dT: 


dT 
—— { rer) Odk NDA S600 te ==20) = Ogt ee = Gino , 
oH ae, Ogi + dai qa dp. P dps Pk q k Ok 


et ensuite égalons entre eux les coefficients des variations dans les 
deux membres; nous aurons, au lieu des,équations (B), 


dq, __ aT dq, _ aT 
at dp, dt >. dpe 

dp, adv Pisce EN 3 
a tee 


Un autre avantage de l’équation (A) consiste en ce qu'elle peut en- 
5. 
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core étre admise dans le cas ow les variables q; satisferaient 4 des équa- 
tions de condition. En effet, considérons 7’ des équations (1) 


(9) F;=, f= 6; ery Fy, —0, 


r’ étant < ret pouvant se réduire & zéro; il est possible d’exprimer les 
variables Q 4 l’aide de 32 — 7’ variables que nous désignerons par q,, 
Gav +++s Jas On faisant k = 3n — 7’, et de telle sorte que ces expressions 
des variables Q satisfassent identiquement aux équations (g). En sub- 
stituant ensuite ces expressions dans les r — 7’ équations (1) qui n’ont 
pas encore été employées, nous aurons 7 — r’ équations de condition 
entre les variables q; 
REO, |PaeO@, 


Alors, en posant l’équation (4), on sera encore conduit  l’équation (A), 
mais dans laquelle les variations dg, dp ne seront plus indépendantes. 
Les variables p, seront encore données par la formule 


En effet, les variations 0g n’étant plus indépendantes dans l’équa- 
tion (4), Péquation (4) n’entraine pas nécessairement l’équation (6); 
mais il sera permis de poser d’abord les & équations renfermées dans 
’équation (6), ce qui entrainera l’équation (4). Enfin l’équation (6) 
conduit, comme ci-dessus, a l’équation (8). 

Nous avons admis, dans ce qui précede, que les liaisons ne dépendent 
pas du temps ¢, auquel cas le principe des forces vives est applicable, 
si U ne dépend pas non plus de ¢, d’apres ce que nous savons et 
comme on le voit aussi d’apres |’équation (A) qui se réduit & 


ano You TH=const.. 


+ 


quand on suppose que les variations virtuelles sont prises suivant les ° 
déplacements effectifs. 


21. Il est aisé de modifier notre analyse pour la rendre applicable 
au cas ou les équations contiennent le temps. Il faut remarquer qu’a- 
lors les variations virtuelles ne peuvent se confondre avec les déplace- 
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ments effectifs, de sorte que l’équation (4) ne conduit plus a l’équa- 
tion (5). 

Les équations de liaison équivalent aux équations qui expriment les 
3n variables Q; au moyen des 3n —r variables g; et qui renferment 
actuellement le temps 2, 


Q.=4(4: G2, + +5 hy oy 
Q. = (41, qx ae) dis ap . 


et, si l’on éliminait g,, gs, ... entre ces 37 équations, on aurait un sys- 
teme der équations équivalent aux équations de liaison données. 

Les variations 0Q,, 0Q,, ... de l’équation (4) s’obtiennent en faisant 
varier g,, Jz, -.-, Mais en supposant ¢ constant, ainsi que cela résulte 
du principe des vitesses virtuelles; ainsi l’on a 


do; 3 dé; dé; 
dq. q U dq: 2 . 


0Q; — 


Désignons par 6; la dérivée partielle de 6; par rapport a 2; nous aurons, 
pour la dérivée totale, 


— @4 ! d9; as 
— i T dq, 1 T RISE gare 


les variations Og étant arbitraires, on peut faire en particulier, et pour 
toutes les valeurs de s=1, 2, ..., k, 
OG j= q,dt, 


et il en résulte 
dQ; 1 4 
10= (SF —#) dt. 


L’équation (4) ne donnera done plus l’équation (5), mais la suivante : 


dq, ~ <7 ‘ i 
Pg tb Peg =P Sch, Rete yi Po, ice Pr O- 


Par 1a l’équation (3) devient 


dq. d , , 
a(n, oe +. + pe) aa» (pidgs +... + pr Ogs) =0(H — P.,— P.O, —...). 
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Ainsi l’équation (A) subsiste, pourvu qu’on y change H en 
Hoop Poe 


et les équations (B) subsisteront aussi avec le méme changement. Les 
variables p continueront d’ailleurs étre données par les équations (8). 


SUR UNE FORMULE QUI RENFERME TOUTES LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 
re: Oy DU MOUVEMENT. 


22. Supposons que l’on donne la position d’un systeme & deux in- 
stants différents et déterminés; les équations différentielles du mou- 
vement sont renfermées dans la formule 


(a) oe al 5 U) dt=o, 


’intégrale étant étendue a tout lintervalle de temps compris entre les 
deux instants donnés. 
En effet, si l’on pose 


on a pour la demi-force vive 


T=i42m(2?+ yr”? + 2"), 
et l’on a ensuite 


0 fTdt = fsldt= f2Xm(a' da'+ y' dy'+ 2'd2') dt 


= [{ ¥n(z tee “day : _, d0z di 
i. ane Ss ae 
: 7s {d? xy d'y az 
=) m( (2 dx-+ yr! dy + 2/02) -f Sl ies Sere oy -+ ap 02) dt 
Puisque les positions de tous les points du systeme sont données a 
instant initial et & Vinstant final, on a, pour toutes les masses m, 


dx == 0, dy =0, ds =0 Aces deux instants. Done, si l’on prend les 
intégrales dans l’intervalle de ces deux instants, on a 


dy d?z 
9 [Tae ~[Sn(S Ot ak aa oy + Ae as) dt. 
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L’équation (a) devient donc 
ry ge i ay. az es , 
| | Sm (Ge eae Y hae :)—30 | dt =o; 
le temps final étant quelconque, cette équation revient a celle-ci : 
ax. ay _ a’z mo 
(b) Yin (G Oe mi oy -+ as é2) = oU, 


qui renferme, comme on sait, toutes les équations différentielles du 
mouvement. 


Equations differentielles de Lagrange. 


23. Nous allons déduire de l’équation (a), donnée par Hamilton, les 
équations différentielles de Lagrange qui servent a exprimer le mouve- 
ment d’un systeme. Désignons par n le nombre des points du systeme, 
CL SOLENL G44 Jive. 4h», Ga fe k variables au moyen desquelles on peut ex- 
primer les 3n Doerionnee: x,y, 2, dapres les équations de condition 
supposées en nombre égal ’ 3n — k. La demi-force vive T dépendra 
non-seulement des variables g,, 2, .-., gx, mais encore de leurs déri- 
vées par rapport & ¢, que nous désignerons par q4',, 9, .-., 7;- Posons 


{tse = IDE 
’équation (a) deviendra 


sfPdt = fsPdt=o, 


dP 5) | i dP dP ' dP , = 
iC ogi Ta isilenea ral dq Oqut dq, 0d’, IS nec dq, a4) dt ==0. 


Or ona 


> aP 
RY Oy dP dy’ 
[qe d= [Gr dag = q= i 4 fi bq dt, 


et si l’on remarque, de plus, que toutes les variations dg sont nulles 
aux deux limites des intégrations de l’équation (a), cette équation, 
apres ces transformations, devient 


1P dP 
die bes, 
dP dP dq, dq}, et 
{( a oq: re... dq; Ogs arr Og cea es dt Og: dt=o0. 
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Comme il n’existe aucune équation de condition entre g,, 72, .-.. les 
variations 0g;, dg2, ... sont indépendantes, et, par conséquent, Jeurs 
coefficients sont nuls séparément, et il en résulle & équations renfer- 
mées dans la suivante : 


“ dP 
dq; dP 
———— O, 
dt dq: 


ou @ est susceptible des valeurs 1, 2,..., &. Remettons T + U au lieu 
de P, en remarquant que U ne contient pas gj, et nous aurons les 
k équations de Lagrange renfermées dans celle-ci : 


dT 
ad wore gee 
dt * dqi = Udi : 


d 


Lagrange a fait un emploi continuel de ces équations dans sa Méca- 
nique analytique; ces équations ont ensuite servi A obtenir celles d’Ha- 
milton; mais il est beaucoup plus simple et bien préférable d’obtenir 
ces dernieres équations directement, ainsi que je l’ai fait au n° 17, de 
sorte que maintenant les équations de Lagrange ont surtout un intérét 
historique. . 


PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION. 


24. Le principe de la moindre action suppose que le principe des © 
forces vives a lieu. On a l’équation 


Ce Vas oo Na 
Sin (oF ax + TF by + Te az) = a0; 


d’apres le principe des forces vives, on a, en désignant par ¢ la vitesse 
de clHaque masse m et par & une constante arbitraire, 


(a) 13mer=U+Ah. 


Supposons qu’aux liaisons données on en ajoute d’autres qui soient 
indépendantes du temps; l’équation des forces vives continuera a sub- 
sister, mais la constante ’ prendra, en général, une autre valeur, de 
sorte que, en différentiant cette équation selon 0, on aura 


DMmv ov == 0U -— oh. 
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Tirons dU de cette équation pour le porter dans la premiere, nous 
aurons 


Pa ay ez ae 
Yn(Z 0x + ai oy + aD 63 — v dv dt) = ON al: 
Or ona | 
Pxdxe+ dy dy +d?202—=d(dxdx+dy dy +dz6z)—10(dx? + dy? + dz?) 
= d(dxdx-+dy dy +dz0z)—dsdds, 


en désignant par ds ’élément de la courbe décrite par le corps m, et, 
comme on a ds = vd, il en résulte 


Sin[ Ser ++ sells dz 0z) a(v ds) | = — dhdt. 


(Remarquons que, dans l’expression de ¢ ov, on peut remplacer le 
: : ‘ Od. 
premier facteur par its mais qu’on ne peut remplacer ov par ss parce 


que Odt ne doit pas étre supposé nul.) 
Intégrons cette derniere équation, et nous aurons 


y a dx 0x += dy dy a dz Oe sf Sine ds ee toh -—- @onst. 


dt 


Si l’on suppose qu’a l’instant initial, pour lequel ¢ est nul, toutes les 
positions des points du systeme soient données, on a a cet instant 
dx =0, dy=o0, 0s =0, et, en faisant commencer les intégrales a 
Vorigine des courbes décrites, la constante du second membre sera 
nulle. Sil’on suppose, de plus, donnée la dernivre position du systeme, 
on aura également dv = 0, dy = 0, 0s = 0 pour cette derniere posi- - 
tion, et il restera 

df Xmv ds = toh. 
Supposons, en outre, dh =0; comme !’équation («) peut s’écrire (n° 7) 


4(imy? — Imv;) =U— VU, 


9, et U, étant les valeurs initiales de v et U, cette supposition revient a 
regarder la force vive initiale comme donnée, et alors la force vive 
finale le sera aussi. D’apres cela, on a cette équation 


(c) of invds =o, 
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et l’on en conclut ce théoreme général: Dans le mouvement d'un sys- 
téme pour lequel on a une fonction de forces et le principe des forces 
wives, les courbes décrites par les différents corps et leurs vitesses sont 
telles, que la variation infiniment petite de Vintégrale 


(d) JS Xmy ds 


est nulle, quand on suppose des trajectoires infiniment voisines de celles 
qut sont décrites et compatibles avec les liaisons, pourgu que l’on suppose 
donnes les premiers et derniers points de chaque trajectoire, et que l’on 
suppose aussi donnée la force vive initiale. 

C’est dans ce théoreme que consiste ce que l’on appelle impropre- 
ment le principe de la moindre action; mais on n’ajoute pas dans les 
Traités de Mécanique, et en particulier dans celui de Lagrange, que la 
force vive initiale est donnée, et, d’apres le raisonnement qui précede, 
cette condition est indispensable. Si nous comparons l’équation (c) a 
’équation (a) d’Hamilton (n° 22), nous voyons qu’elles supposent 
l’une et l’autre que l’on se donne les positions du systeme au premier 
et au dernier instant, mais pour la premiere on se donne le temps final 
aussi bien que le temps initial, et pour la seconde équation on se donne 
en compensation la force vive initiale. 


25. Si nous remarquons que ds = ¢dt, l’intégrale (d) peut s’écrire 


m a y Yradt 
» qi oe mv dt. 


Or non-seulement on a l’équation 


(e) ) [ SinGao OU) <6 [tde=o, 


en imaginant données les positions extrémes de chaque corps entre 
lesquelles se font les intégrations, et en supposant dé remplacé par sa 
valeur tirée de l’équation des forces vives, ce qui revient a supposer 
la force vive initiale donnée; mais, de plus, cette formule ainsi com- 
prise renferme toutes les équations différentielles du mouvement. 

En effet, on a l’équation des forces vives 


T=U+2A ou jimds’=(U-+h) dt, 
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et l’on en déduit 
Xmdsdos — ou dé? 


oe Sa Uae 


Or ona 


of Sin = [Smee =2f Sng dos — { ee dot; 
dt? 


on a, pour la seconde intégrale du dernier membre, 


[Sin Gdieae fraae= [Sm & das— f oats 
il en résulte 
of YmS Cones [Sm Gass 3 f ode. 
Or ona 


‘ [Sn Gars= [Sin (G ave + DF aay + & das) 
Umer ty 02 OZ. 
=-[Snol(F Ox + pee oy + ae ss] dl; 


done l’équation (e) devient  - 


Cx G29 TANG Be #S 
{| Se(G eae tae )—su]ar=o, 


elle renferme, par conséquent, toutes les équations différentielles du 
mouvement. 


26. La quantité { Xmyds a une variation nulle dans les suppositions 
données ci-dessus. Si les deux positions initiale et finale du systeme 
sont tres-rapprochées, cette intégrale sera en général minimum ; si, au 
contraire, ces deux positions extrémes ne sont pas tres-rapprochées, 
Pintégrale pourra ne pas étre minimum, mais il est évident qu’elle 
n’est pas susceptible d’un maximum. 

Dans le cas particulier ot un point matériel se meut sur une surface 
fixe par la seule influence d’une vitesse initiale, la vitesse du point 
reste constante en vertu du principe des forces vives, et, d’apres le 
principe de la moindre action, la variation de V’intégrale fds ou de 
Vare s décrit par le point est nulle; on en déduit facilement que le plan 

6, 
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osculateur de la courbe est en chaque point normal 2 la surface. Jacobi 
a examiné dans quel cas cette ligne est minimum entre deux points 
donnés; mais nous ne nous arréterons pas a cette question qui appar- 
tient plus a la Géométrie qu’a la Mécanique. 

Nous avons fait remarquer que Lagrange, dans l’énoncé du principe 
de la moindre action, a fait cette omission que la force vive initiale doit 
étre supposée donnée. Jacobi, qui ne trouve pas l’énoncé de Lagrange 
satisfaisant, a présenté dans ses Lecons sur la Dynamique ce principe 
sous une forme différente, exacte, mais qui en ote tout l’intérét. 

Maupertuis, le premier, employa le nom de principe de la moindre 
action pour désigner un cas tres-particulier de ce qui a été appelé ainsi 
au n° 24; il en fit des applications aux lois de la réflexion et de la 
réfraction de la lumiere. Laplace se servit aussi de ce principe pour la 
loi de la double réfraction; mais ces applications, qui purent paraitre 
trés-ingénieuses aux époques ou elles furent publiées, sont fondées- 
sur la théorie de l’émission et doivent étre rejetées de la science. 


Théoréme de Gauss. 


27. Nous venons de donner aux n® 22 et 25 des théoremes qui ren- 
ferment toutes les équations différentielles du mouvement. Voici encore 
un théoreme de Gauss qui remplit le méme objet : 


Le mouvement d'un systéme de points materiels, assujettis a des liaisons 
quelconques, se fait a chaque instant, de mani€ére que l’ expression mg? 
ait la plus petite valeur possible, m éetant la masse de chaque point et g 
l’écartement au bout de lV instant dt entre la position qwil occupe réelle- 
ment et celle qwil prendraut s‘ul était libre. 


Désignons par m, m,, m,, ... les masses des corps, et soient a, a,, 
a, ... leurs positions au commencement de l’instant de; 6, b,, b,, 
les positions qu’ils occuperaient 4 la fin de cet instant, en vertu des 
forces qui y sont appliquées et de la vitesse acquise; enfin, soient ec, 


C,, Cy, .-- leurs positions véritables a la fin de cet instant. 
I * , o ° , x 
aq ma est la quantité de mouvement imprimée a la masse m dans 


Vins d. i “47 ’ , 
instant dé, 7 m.ac est la quantité de mouvement qu’elle possede a 
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one I 3 ‘le t) 
cause des liaisons, et qm eb est la quantité de mouvement qu elle 


perd par suite de ces liaisons. D’aprés le principe de d’Alembert (n° 2), 


les quantités de mouvement perdues & chaque instant par tous les 
points du systeme se font équilibre (fig. 1). 


Fig. 1. 


h 


Soient donc h, A,, h,, ... des positions infiniment voisines que les 
corps puissent prendre en partant des points c, c,,¢,, ... en vertu 
des liaisons du systeme; alors ch, c,h,, ... seront les déplacements vir- 
tuels de ces corps, eten exprimant l’équilibre des quantités de mouve- 
ment perdues, on aura 

2m. cb .eh -<cosbch = 0% 
plus généralement cette quantité est nulle ou négative, s'il existe des 
obstacles qui permettent certains mouvements sans permettre les mou- 
vements directement opposés. 

On a ensuite 

Bi ot 0b + ch? — 2cb >< ch. cosbeh, 
et, par suite, 


Sy. bh. — Spies See 2>m.ecb.ch. cosbch = Soe 


Le second membre est toujours positif dans le cas méme ot 
Xm.cb.ch.cos bch serait négatif au lieu d’étre nul; on a done 


—2 2 
LIMON = A NOC . 


par conséquent, c, c,, ... étant Jes positions que prennent m, 
m,, ... parmi toutes celles que permettent les liaisons, la somme 


Ymbc est un minimum. 

Dans le cas de l’équilibre, les points ¢ coincident avec les points a; 
ainsi, dans l’état de l’équilibre, la somme Sm. ab est plus petite que 
ym. bh, c’est-a-dire quelle est un minimum. 
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SECTION II. 


SUR LES INTEGRALES DES EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE. 


EQUATIONS AUX DIFFERENCES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. 


1. Avant de parler de lemploi des équations aux différences par- 
tielles du premier ordre dans la Dynamique, nous allons rappeler 
quelques propriétés de ces équations qui nous seront indispensables. 

Soit i 
(1) Li=o 


une équation entre w,, #,,..., x, et une fonction z de ces variables, 
et supposons que cette équation renferme, en outre, n constantes «,, 
G@y,..++, @,3 je dis qu’on peut en déduire une équation aux différences 
partielles du premier ordre, dans laquelle les constantes sont éliminées. 
En effet, en différentiant l’équation donnée par rapport a @,, ®o, ..., Ly, 
jobtiendrai n équations que je puis représenter par 


dz 5 dz i i jy Aa 

Wee s ’ = = ) OS Fa SS Bas 
(?] dx, dx, ‘ ihe 
et en éliminant les n constantes @,, %, ..., 4, entre ces nm équations et 
’équation (r), j’aurai une équation 
(3) ope ae dz dZ\28 

Q Lo “29 ee) no ’ dx,’ 3 dx, : 
ey : dz. dz dz 
entre £,, 2, ..., @,, & et les dérivées partielles ——, ——, +--, ——. 
he. wales dx, 


L’équation (1) a été appelée par Lagrange l’intégrale complete de 
Véquation aux différences partielles (3); elle renferme n constantes 
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arbitraires. Toutefois, comme nous verrons bientét, une équation aux 
différences partielles du premier ordre possede une infinité d’intégrales 
completes (OEuvres de Lagrange, t. IV, p. 62). 
Définissons ensuite les intégrales singuliéres de l’équation (3). Ré- 
duisons, par exemple, le nombre n & deux. Les expressions de pag oF 
day (da: 
resteront les mémes que précédemment, si l’on suppose encore 2 donné 
par l’équation (1), mais qu’on prenne pour @,, %, au lieu de constantes, 
des fonctions de 2,, x,, 2 la condition de choisir ces deux fonctions 
comme il suit. On a, en mettant entre parentheses les dérivées par- 
tielles, 


dz (=) dz da, dz ie 


dx, e: dz,) ' da, dx, do, dx, 
dz sf dene \ dz da, dz do, 
diy Ax» iF da, dx, f da. dx, 


La forme des équations (2) restera donc la méme que précédemment, 
si l’on détermine @,, « par les deux équations 


(4) ; az . dz bs 
dag? dah FOes 
Done, en éliminant @, et a entre les équations 


dz dz 
ee oe a Se 
ax; if az; of 


\ 


| rezea oy 


on arrivera & la méme équation (3) que lorsque «,, a sont supposés 
constants. L’équation L =o est alors appelée solution singuliere. 

Si nous regardons a,, #,, zs comme trois coordonnées rectangulaires, 
l’équation L = o, dans laquelle «,, a sont des constantes arbitraires, 
représente une infinité de surfaces et l’équation L =o, dans laquelle 
@,, %, sont des fonctions de x,, x2, 3, tirées des équations (4), repré- 
sente une surface unique gui est l’enveloppe des premieres. 


2. Parlons ensuite de la solution générale. Représentons une inteé- 
grale complete de l’équation (3) par 


(5) Baa UIA Weer Las Gy Aig ates On hy 


et cherchons quelles fonctions de w,, a, ..., &,, 3 il faudra prendre 
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pour @,, %, ..., &, afin que cette expression soit encore une solution 
de l’équation (3). 


Regardons z, comme une fonction arbitraire de «,, G2, --.,» %n-1» Et 
posons 
(6) hy = NONE Cas ee vite) & 


Si l’on considere a,, @,...., &, comme constants, on a 


d¥ d¥ dF 


dz = 7 dat Fee ae FES dx,; 
mais, si «,, %, .. sont variables et fonctions de @,, @s, ...,%p, ON a 
das aE ate td dx,+...+ i 
ax, ax ax, 
dF . dF da, dF dF dz, uae 
da, | da, da, din Ge. GaN 8 oe 


La différentielle dz conservera done la méme forme que dans le pre- 
mier cas, si l’on a les équations 


dF dF da, ak waa dey + 


— _——- — —O —S — earl sg 
(7) da, ra dan, da, 2” do, do, aes : 


et, par consequent, les dérivées partielles de z resteront aussi les 
ménies. 

Done, sil’on tire a, @, ..., %, des équations (6) et (7) pour les porter 
dans la formule (5), on aura une solution qui satisfera a léquation 
aux differences partielles (3); elle porte le nom d’intégrale générale. 

La solution générale deviendra une solution complete si l’on prend 
dans la formule (6), au lieu d’une fonction arbitraire, une fonction dé- 
terminée renfermant n nouvelles constantes arbitraires a,, Qs, ..., dy. 

Sil’on prend pour la fonction 9 une fonction déterminée renfermant 
un nombre de constantes arbitraires plus grand que n et égal a n-+-7, 
on dit que 7 de ces constantes sont superflues. 


3. On peut encore obtenir une solution dépendant des fonctions 
arbitraires de la maniere, suivante. 
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Reprenons |’équation 


dz dz dz ) 
== O, 


a His He see x Sie) Soar raescy Vallaar jaa |g SONU ase 
4) o( tes CA ae a ae OF Ax, 


et supposons la solution complete 


(b) gae Ba, Xo» aaey Ln3 Aig Xr Caer) On )s 


/ 


Imaginons que les quantités a@,, a, ..., #; deviennent des fonctions 
arbitraires des quantités restantes @;,,, G2, ---» Za; puis substituons 
ces fonctions dans l’expression de z. Nous aurons, en différentiant <, 


dF dF dF 
Oe = Te ax, + FES Obi 65 ae Axy 
+|( 4 ak da, 5 dF da, 5 dk da; iin 
oe pede de iss da, des, mtg da; i | oer 
“Lae » GF da, dF dite a¥F dz; eT 
ie Oe les dix, das ddj42 hoe ay da; Adis. ae 


les dérivées entre parentheses indiquant des dérivées_ partielles. La 
différentielle dz conservera la méme forme que si a;,,, ..., %, sont des 
constantes, lorsque nous les déterminerons par les équations 


/ dF \ d¥ da, dB dom 
bane da, dais ae Aan desi < ? 
dF \ dF da dE dy 
Ati+. da, Aeis-2 x dap dei+s ae 
Au moyen de ces équations, tirons %;,,, ..., ¢, comme fonctions de «,, 
Dy, 0952, portions ces expressions dans celles de a7, a3... 73 
enfin substituons «,, a, ..., &, dans la formule (0), et nous aurons 


une solution de |’équation (a). 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur ces solutions perenaant 
de fonctions arbitraires, d’autant plus que, dans ce qui suit, nous n’au- 
rons a considérer que les solutions completes. 
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EQUATION AUX DIFFERENCES PARTIELLES D’HAMILTON. 


4. Nous avons vu (Section I, n° 22) que, lorsqu’il existe une fone- 
tion de forces, les équations différentielles du mouvement d’un systeme 
sont renfermées dans la formule 


S(T -+U)dt=o, 


ot l’on prend l’intégrale depuis une valeur donnée z jusqu’a ¢ et ou 
l’on suppose nulles les variations des coordonnées a ces deux limites. 
Supposons maintenant que les dq; ne soient pas nuls pour les limites 
‘inférieure et supérieure 7 et z de l’intégrale 
V =i BL “fe U) dt, 
et posons 
T+U=P, dou V=fPdt; 


nous aurons, apres l’intégration par parties faite au n° 23 de la Sec- 


tion I, 
ROO ye 34 Te 
OV =) dq Ogi en fy(@e! ran ogi dt, 


en indiquant par l’indice o les quantités relatives 4 la limite inférieure. 
Les coefficients des dg; sous le signe f sont nuls et donnent, comme 
nous avons vu, les équations différentielles de Lagrange; il reste donc 


dP . Ne 
s—v= Sa? te ya! oq! 

orona 

eg 

oo ay dq!’ 
on a done 

V = Spidqi—3pt ag’ 
ou 
OV = pi Ogi ++ p20g2+. oe + proge yi 0g} ps 0q3 ars -— pr oq). 


Quand on suppose les variations 0g nulles aux deux limites < et ¢ du 
temps, alors les constantes arbitraires introduites par les intégrations 
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sont complétement déterminées par les deux positions extrémes des 
points du systeme qui sont données; mais, au contraire, si ces positions 
extrémes sont arbitraires, les g,;, p; sont fonctions de ¢ et de 2k con- 
stantes arbitraires, V est une fonction de ¢ et de ces 2& constantes, et 
la derniere formule représente la variation de V qui provient des va- 
riations de ces constantes. 

D’autre part, les équations intégrales, au nombre de 24, renferment 
les 2k quantités q;, p;, le temps ¢ et les 24 constantes arbitraires. On 
peul remplacer ces 24 constantes par les valeurs initiales des quantités 
Ji» Pi, qui sont désignées par g?, p?; on a alors 2/ équations entre les 
2k quantités ¢;, p;, les q?, p? et t. Les p;, p? peuvent donc étre expri- 
mées au moyen des q;, g? et de ¢; ainsi V peut étre réduit a une fonc- 
PeAON COG is Gon.) Gu de gs, go, ....4.g, et dez, Si Vou fait yarier cette 
expression de V, en laissant ¢ invariable, on a 

dV dV dv a oA: Sard Vo 


OW == crn dq: 0g: 4 Ret dqs Ogk = dq: 0g, a dq’ 


Og) uae ea Og? 
gi +... Tk 


Si l’on compare cette expression de dV a la précédente, ona 


dV, Ls rex 
pourz =1, 2,..., 4. Or P est la dérivée totale de V par rapport a z; on 
a done 
p— iv INGOs, “a5 Na =, 
ian or at di ye. fi 
ou 
DN 
CY wages ee 


en faisant 


Cette expression de 6 donne 
Ne te te ott Ta 
= poe! dq, ae a — 7 — . 


Or cette expression de 9 ou de H peut s’exprimer par les seules quan- 


oe dV 
tites t, qi» 72 ooey Tks Pi» Px» wanes 8 Pk ou par i, Ti Jr» ooeg Tks a a 
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dV ; , One : 
dq’ & sorte qu’on a cette équation aux différences partielles du pre- 
mier ordre 


Vals a i i 
ae EM Se Be ate a rae ie site ra aay 


qui a été trouvée par Hamilton. Cette équation est satisfaite par 
V=/S(T+U) dt, 


qui renferme les & constantes arbitraires g?, 7§, ..., 92; si lon aug- 
mente V d’une constante, il satisfera encore a cette équation; on aura 
done une solution qui renferme £-+-1 constantes arbitraires, c’est- 
a-dire autant quil y a de variables : cette solution sera donc une inté- 
grale complete. 

Si l’on pouvait obtenir cette expression de V, on aurait, d’apres ce 
que nous venons de voir, en vertu des équations différentielles du 


mouvement, , 
dV dV 


et les secondes de ces équations, en nombre égal a 4, seraient les in- 
tégrales du probleme. 


Analogie des équations du probléme des isopérimétres 
et de celles de la Dynamique. 


5. On peut étendre les résultats précédents au probleme qui con- 
siste 4 trouver le maximum ou le minimum d’une intégrale 


V = (Pdi, 
ou P est une fonction de & variables g,, gz, ..., gx, et de leurs dérivées 
par rapport a Z. 
En égalant 4 zéro la variation de cette intégrale, on a, d’apres le 


calcul du n° 23 (Section I), les & équations 


dP 


d—; 
dq;__ dP 


() dt dq? 
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7 ayant les valeurs 1, 2, ..., &. Introduisons les variables 
(2) =o, 
: Pe dq, ? 


la formule (2) fournit 4 équations qui permettront de calculer les dé- 
rivées g; en fonction des q,, p;; introduisons ensuite la fonction 


== > Pig; ene 


On aura 
60 = Sq, dp: + Spidq, — oP, 


dP\- eee CL 
=) (F-) Ogi + YP. 0g; SO Of, 


la dérivée inise entre parentheses rappelant que P est considéré comme 
fonction des q; et g;; on en déduit 


=) 4, ap—) (Ja) éq= ee at. 


D’ailleurs, si est regardé comme fonction des g;, p; et de ¢, on a aussi 


dé dé dé 
09 <— dp: Opi i dq; Ogi Se ai Ot. 
En comparant les deux valeurs de 09, ona 
,_. do dBi. doe. d Pa” aby 
die dp; War dgael dha Me tde 


Les deux premieres de ces équations, en ayant égard & (1) et (2), de- 


viennent 
dq: _d@ dpi te dg 
dt ma dpi dt a dqi 


et, en y faisantz =1, 2, ..., &, on obtient un systeme d’équations ca- 
noniques dont dépend le probleme proposé. 


Sur différentes maniéres d’exprimer la fonction V. 


6. Ona 
4 
v= | (T + U) dt, 


t 
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et, comme on a T—U =A, d’apres le principe des forces vives, on 
peut donner a V les deux formes suivantes : 


Sure $ t F t 
aa (2U +h) dia f Udi + ht, ecu Tare ht 


Posons 
at 
W=2 af Tat=o f Uderans 


3 


il en résultera 
Vie VV ews ie 


Considérons un systeme libre, et supposons que la fonction de 
forces U soit une fonction homogene du degré g; on aura 


Fe NY aa Uh eee aU 
° =) dx 7 dy +555) 


le signe = s’étendant & toutes les coordonnées x, y, s des masses m. 


On a done 
Die dU +9 aU ef au dt +- 2ht. 
2 * dx Vdy dz 


da! dU dy' dU dz! 


———— + — 1 ——— 9» 


Gus Vare dy diate ds Sw ai 


Or ona 


x’, y’, 2’ étant les dérivées de x, y, z par rapport a ¢, et il en résulte 


t 
(1) vee Yin f (adaz'+ ydy'+ 2dz')+ 2ht. 


o 
o 


On a ensuite, par l’intégration par parties, 


t 
Yaf (adz'+ ydy’+ 2dz') 
(2) fj i ne 
=) m( xe! yy! 23’) — Y' m(aa' + bb'-+- ce") —2 f Edi, 


a, b,c, a’, b, c’ étant les valeurs initiales de x, y, z, a’, Kee is 
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Comme ona 


(3) 2 [ Tde=w, 


en substituant (3) dans (2), puis (2) dans (1), on aura 


2+¢ 


W = ght + Xm(x2'+ yy'+ 32') —Xm(aa'+ bb'+ cc’). 


Dans le cas oti l’attraction entre les différentes masses ma lieu sui- 
vant la raison inverse du carré de la distance, on a 


. mm 
Dis 
Pr 
r étant la distance entre m et m,; U étant une fonction homogene de 
degré —1, ona g= —t. Il en résulte 


LW = — ht+ Lm(aen'+ yy’+ 22') — Lm(aa'- bb'+ ce’). 
Dans le cas d’un seul point attiré vers un centre fixe, supposé a l’ori- 
gine des coordonnées, si l’on pose 
eye port, OR bf a a= Tis 
et qu’on désigne par 7’, ry la dérivée der et sa valeur initiale, on aura, 


en prenant pour unité l’attraction du point fixe sur le point mobile a 
Vunité de distance, 


U=-—, Wie it PP = 1, Ws 
r 2 


SUR L’EMPLOI DE L’EQUATION AUX DIFFERENCES PARTIELLES D’HAMILTON 
POUR INTEGRER LES EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE. 


7. Nous allons nous occuper du théoreme suivant, dé a Jacobi : 


Soit U’équation aux différences partielles du premier ordre 


== 05 


=i ule dV dV dV 
(1) dt alae p) qis 2 D1 OK) diy dq. dq,’ OA8O%) dqi 


qui ne contient pas V explicitement et semblable a celle d’ Hamilton. Sup- 
posons que nous ayons obtenu pour V une solution complete de cetle équa- 


56 DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 


tion, c’est-a-dire une solution qui contienne, outre la constante lige aV 
par addition, encore k constantes arbitraires &,, & , ..., &4. Alors les 
equations 


dV dV aN ee 
(2) ig PY? qe ve tas age 


ott B,, Bo, ».-» Bx désignent des constantes arbitraires, avec les equations 


ave dV. dv 
dq = Py dq: = Pr as dqi =Pk> 


Jorment les intégrales du systéme d’équations différentielles 


dqj dH dp: du 


(4) Gales dp: dqi 


? 


outa les valeurs 1, 2, ...,k, et ow H represente la fonction 


H(t, dis Gao +++) Qiks Dis Pa -++> Pi)s 


Ce théoreme, dans le cas particulier od les constantes a, @, ..., &% 
représentent les valeurs de q,, Jo, -»+» J; pour ¢ = 0, appartient a Ha- 
milton et a été donné au n° 4. 

1° Démontrons que les équations (3) sont satisfaites en vertu des 
équations (4). Si nous différentions l’équation 


avo 9 
dqi = Pis 
nous avons 
aN ghee Vee duegy we eg dss: putt PPC 
dq; dt dqidq, dt - idq:dq: di, de" aes 


et, en vertu des équations (3) et (4), 


PV pf dH dp, | di dp, 4 aH ie 
dgidt .dp,dqi  dp,dqi  "' ae dq: 


oO. 


Or cette équation est satisfaite, car V satisfait 4 l’équation (1), et, en 
différentiant cette equation par rapport & g,, on obtient l’équation 
précédente. 
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2° Démontrons que les équations (2) sont satisfaites en vertu des 
équations (4) et des équations (3) qui en sont la conséquence, d’apres 

ce que nous venons de yoir. Posons 


z elant une quelconque des constantes 7,, %2, ..-, Zz, et démontrons 
que f£ est constant. Nous avons, en effet, 


ap. &V¥ z PY dg #V dq: ; 
dt dadt~” dzdq, dt dzdg, dt ~ 
_@Y dp dh dp, dh d (dv 
= dadi * da tp. da dp. * =alF +H)=o. 


8. On peut encore démontrer ce théoreme en prouvant de la ma- 
niere suivante que des équations (2) et (3) on peut déduire les équa- 
tions (4). 

V est fonction des variables g,, 42, ..-, Jz, des constantes %,, Z2, ..-, 
a, et de t. Désignons en général par @ la caractéristique de la variation 
d’une fonction de ces quantités quand on fait varier toutes ces quan- 
lités exceplé t. On a l’équation 


(Gt) 


les parentheses étant mises pour représenter des dérivées totales. Or 
on a, en se seryant des ea (3); 


(FF av a dV dq, Lae dy. 
)=4 S Ode dh, . Ade ds 
dq, ; dq 
eae +. +p, 
et, par suite, 
a(T)= Mil ae 7 gas, ah, Pe di 
(a) ‘ad Mic) la Magee ed ee ds 
; dq; dq: dq. + 
7 OF oF + ap pet pdr + gd 2 Ue rae 


58 “ts DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 
D’autre part, en se servant des équations (2) et (3), ona 


0 ja a VR dV dV 
6oV=— fi Ogi... + on Oge 4 Bs Oa, 6. + in Omk 


= pi O”q sataeeteicvats PR O”qk te B, Oa =f te Bx Oak, 


et, par suite, 


dov\ _dp,, dp doq yi dogn. 
(6) (Sr) = Fea Be ee carr Ogu Pr +... + ph 


En égalant les expressions (a) et (b), on a l’équation 


“4! ap, ee LS ye = ge ee Se oH 
gui renferme toutes les équations (4), parce que les variations 0¢;,, dp, 
sont indépendantes. 


9. Nous venons de supposer que V est une solution complete de 
équation (1), renfermant & constantes arbitraires. Mais le raisonne- 
ment que nous avons fait pour prouver que les équations (2) sont des 
intégrales des équations (4) s’applique entierement au cas ow la solu- 
tion V renfermerait 4+ 7 constantes arbitraires, et par conséquent. 
r constantes superflues; en sorte que, $i a,, @, ..., 4, sont ces con- 
stantes, les équations 


dV dV 
LO geea i 
da, mu ie ES Birr, 


dV 
(¢) ae 


Bi, 


ou 6,, Bs, ..., Gar, désignent des constantes arbitraires, seront des so- 

lutions des équations (4). Or, comme ces équations doivent se réduire 

a & distinctes seulement, il doit exister 7 relations entre les quantités 

Bis Bar ++) Baers Cest ce que l’on peut vérifier de la maniere suivante. 
Représentons l’équation (1) par 


(d) ft, ¢ ee a & ghee 
2 ’ Vis qa Oa ) hs dt’ dq.’ dq: Lai} — 


Supposons que @ soit une constante arbitraire renfermée dans V, et 
posons . 


dV i 
Wn Wa 
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posons aussi 
Ch Vey, 
Gio edge 


En différentiant l’équation (d) par rapport a «, ona 


do dw do dp, i: dg dp. | dg dpi Ruts 
do da dp, da dp. da 4 E dp, da 
ou 
(e) dg dB do dB dg dB dy ob 
das dt — dp, dq. tp, by! Ay. Oph ab 
pie yee Or) dO dg 
Les dérivées Gage aes sont des fonctions connues de Z, g,, Jay «+s 
qx, puisque l’expression de V qui entre dans la fonction 9 est supposée 
connue, et l’on voit que les fonctions 6,, 6., ..., Bx, sont solutions 


de l’équation aux différences partielles (e): or cette équation ne ren- 
ferme que & solutions distinctes; donc il existe r relations entre les 
premiers membres des équations (c). 


10. Cas ow Pequation aux differences partielles renferme une dérivée 
partielle par rapport a une variable, sans renfermer cette variable. — 
Soit l’équation aux différences partielles du premier ordre 


e(®, dV dV i 
dq dq. dqu’ de qs e419 Dre jaar 


qui ne contient pas la variable g, explicitement, et dont on veut - obte- 
nir une solution complete. Pour cela, on posera 


dV 


dq 


a étant une constante arbitraire, et, par suite, 
V=aqi+W; 


W étant une fonction de 43, g;, .--» Gn, Mais qui ne renferme plus g,; 


il en. résultera 
P dW dW as 
(a Gye 0? Ggyt te eB) = 
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Supposons qu’on trouve pour W une solution complete de cette équa- 
tion; elle renfermera n —1 constantes arbitraires, en comptant la 
constante additive; donc l’expression de V en renfermera 7 et repre- 
sentera la solution complete de l’équation proposée. 

On procéderait de la méme maniere pour les autres variables qui ne 
se présenteraient pas explicitement dans |’équation donnée. 


11. Reprenons |’équation aux différences partielles d’Hamilton: 


Hien a 
aise (1 dere See dq,’ dq,’ ” dqk 


=0, 


dans laquelle nous supposons que ¢ n’entre pas explicitement, en sorte 
que le principe des forces vives a lieu. 
Posons, en désignant par / une constante, 


(1) os, V=—ht+W, 
W étant une fonction qui ne renferme plus ¢; nous aurons ]’équation 
reiuny e eas 
qi aq: dqk 
Si ’on remarque que l’on a 


adWw dw dW 


fis ele a Sa ae 
(2) dqi =P, dq: = Pr energy dqi 


= Pk, 


on voit que cette équation n’est autre que celle des forces vives. Sup- 
posons que W représente la solution complete de cette équation; elle 
renfermera, outre / et la constante additive, un nombre 4 —1 de con- 
stantes arbitraires a,, a, ..., d,_,. Les intégrales du premier ordre des 
équations différentielles de la Dynamique seront les équations (2), et 
leurs intégrales du second ordre seront 


ee Te ae wy 
dhe da; 1a) MATE Oe ae ae 
t, b,, by, ..., bx, étant des constantes arbitraires; et ces équations 
peuvent s’écrire 
OW ee a dW dW 
ae en TGC ce se 1 Ae ee ee Oe 
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INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DIFFERENCES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE 
A DEUX VARIABLES INDEPENDANTES. 


12. Soit l’équation aux différences partielles 
(1) Ewa 2, Ps Gi) 3.0, 


dans laquelle ona 
dz dz 


Lagrange a donné, pour traiter cette équation, une méthode par la- 
quelle on cherche a déterminer p et g en fonction de x, y, z, pour les 


porter dans la formule 
(2) dz = pdx + qdy, 


qui devient alors intégrable (OEuvres de Lagrange, t. Ill, p. 549). Voici 
celte méthode avec les améliorations qui y ont été apportées depuis. 

Si les valeurs de p, g étaient connues, en les substituant dans |’équa- 
tion (1) on aurait une identité. On peut donc égaler a zéro les dérivées 
de l’équation (1) par rapport & a et z, et l’on obtient 


dF dF dp ef dF dq 
dx | dp dx dgedas 
dF | dF dp , dF dq 
dizi dp da iyda “dz 


== 0. 


De plus, la condition d’intégrabilité de l’expression (2) donne 


dy d21~ dx dz?’ 


aoe guna, i : 
en éliminant “4, ©” entre les trois équations, on a 
dx dz 


oO 


Fane Rigg Fae 


3) dF dp , dF dp pea de\dp dF dk _ 

dp dx ° dq dy P dp 1%) 
Remplacons, dans cette équation, g par sa valeur tirée de l’équa- 
tion (1); alors on pourra déterminer p en fonction de x, y, 2 par une 
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équation aux différences partielles, linéaire et du premier ordre; puis 
on aura q par l’équation (1). Enfin, en substituant ces valeurs dans 
léquation 

(4) dz — pdx --qdy=o0, 


elle deviendra intégrable. | 
L’intégration de l’équation aux différences partielles (3) se déduit, 
comme on sait, de celle du systeme d’équations différentielles simul - 


tanées 
dee ay dz “* —dp . 
ad¥ «do. TdF dF 0k ay. 
dp dq. P ip + 1 aq dx Ware 


ou g est remplacé d’apres |’équation (t). 
Soit 


(5) O(a, 7, 2, p)=a 


une intégrale de ce systeme d’équations, @ étant une constante arbi- 
traire; cette équation satisfera aussi a |’équation (3). Les quantités p, g 
tirées de (1) et de (5) renfermeront la constante arbitraire a, et l’ex- 
pression de z renfermera la constante @ et une autre constante arbi- 
traire; c’est donc l’intégrale complete de |’équation (1). 


13. Considérons le cas particulier ou z n’entre pas dans |’équa- 
tion (1), en sorte qu’elle se réduise a 


E(2; Yr Ps q)= 93 
alors p, g ne seront plus fonctions que de x et y. 
Les équations linéaires précédentes deviendront 


G25 OyoE | dz _ —dp  —dq 
Oi eer = hee ale dee FOP? 
dp dq dp ‘‘1dq = dz dy 


le dernier rapport pouvant étre ajouté par analogie. En supprimant le 
troisieme rapport, on a 
dz dy. dpe... dd 
(4) eR eeret Cdr ge 
dp dq dx ~ dy 
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Il en résulte le théoreme suivant : 
Soit l’équation aux differences partielles 
(6) F(x, y, p,q) = 93 


formons les équations différentielles (a). Si l'on connait, ouire Vinté- 
grale F = o de ces équations, une seconde intégrale 


(c) O(%, 7, p,q) =4, 


il suffira, pour obtenir une intégrale complete de (b), de urer p, q des 
équations (b), (c), pour les porter dans la formule — 


(a) 2—= (pdx -4-qdy) 


et de faire la quadrature. 


14. Sil’on désigne par dé la valeur commune des rapports (a), on a 
ces équations canoniques 


gi ak Vip: —— ay 
dt. apt iydt ade? 
dyn at ‘dg. 5. OU 
Si CT Nada lala i 


D’aprés ce qui a été démontré au n° 11, expression (d) des étant une 
solution complete de l’équation aux différences partielles (b), si l’on 
pose 

F=f(2,7,p,q)—h, 
A étant une constante, les équations ou 7 et b sont des constantes arbi- | 
traires, 


ie, a oa ; 
Ci a Reet? 


(e) 
sont des intégrales des équations canoniques; en y ajoutant les deux 
intégrales 

Fl) PI=Hh, Ge, 7s Pq) =4, 
on aura toutes les intégrales des équations canoniques. En en sup- 
primant la premiere des équations (¢), on aura les intégrales du sys- 
teme (a). 
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On peut appliquer ce qui précede aux problemes de Dynamique qui 
ne dépendent que de deux variables a, y. L’équation des forces vives 


Tt Us h, 
dans laquelle on remplacera les variables conjuguées de x, y par p, 


qg, tiendra lieu de |’équation (6) ou 


* 


SlG NH Prq=Hr. 


On voit donc que, si l’on connait, outre l’intégrale des forces vives, 
une seconde intégrale, on en pourra déduire les deux intégrales res- 
tantes. 


CONSIDERATIONS GENERALES SUR LES EQUATIONS AUX DIFFERENCES PARTIELLES 
DU PREMIER ORDRE ET SUR LES CONDITIONS D’'INTEGRABILITE. 


15. Soit léquation 


dV dv dV 
(1) F(Y, dq. a, ree dq, Gis Qa <5 q.)=0, 
qui contient la fonction V elle-méme; on peut toujours lui substituer 
une autre équation qui ne renferme plus la fonction elle-méme, & la 
condition d’avoir une variable indépendante de plus. 

En effet, désignons par 


A(qi qa» ge 9 dns Vio 


lintégrale de l’équation (1); en la différentiant par rapport a chacune 
des variables indépendantes, on a 


CU OEE aa 

ag, eV dg dd. aVeag, 9s 
ou : 

HN 2 don cd dV do eae 

dq dq, dV’ ds 9 dq,° dV’ ery 


et, en portant ces expressions dans |’équation (1), on aura 


dé dé dé . dé 
dq, av" dq, ~ a Od et qn) =o. 


F (v, 
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On obtient ainsi une équation aux différences partielles du premier 
ordre, dans laquelle g,, 72. ..., ¢,, V sont pris pour variables indépen- 
dantes et 9 pour fonction; et cette équation ne renferme pas 4. 


16. Il suit de la qu’on peut supposer que l’équation (1) ne contient 
pas la fonction V, et la représenter par 


(2) dv dv a dV : a 
( od dq. dq: v) dn’ qis G2» ies). qn — p 
Si nous posons, en général, 

ON gan | 

dg. 
elle deviendra 
ie PP os ued am a 5 2 diy dy eats) y Ga = Oh 


Cherchons une solution complete de cette équation, qui renfermera 
n —1 constantes arbitraires @,, ds, ..., Ap—;- 
La différentielle de la fonction V est donnée par la formule 


(4) dV = pi dqi + po ddr +----+ Pu dqn. 


Proposons-nous, d’apres Jacobi, d’obtenir, outre l’équation (3), 
n —t autres relations entre les m quantités p,, po, ..-, Pn et les va- 
riables g,, 92, «--» Jn. de maniere & pouvoir exprimer ces n quantités 
au moyen de ces variables. 

Pour que l’expression (4) soit une différentielle totale exacte, il faut 


n(n —1) 


que les ———— équations de condition 


dp; a ap 
(5) Saar nal: 
ot vet & ont les valeurs 1, 2, 3, ..., n, solent remplies. Ce sont done 


ces équations qui doivent déterminer p,, po, -.., Pp en fonction de q,, 
Jos +++y In» Ct alors on aura V en intégrant la formule 


V= Jf (pidqi + prdq, +----+ padgn). 
Ecrivons l’équation (3) sous cette forme 


H(qi Yor se ey no Pty Pray ores Da) == a, 
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a étant une constante, et supposons que la fonction V soit connue; le 
systome des z relations cherchées équivaut aux équations 


dV IV dv 


Me dV dv _ 
Sick dq Pry dq: poe Sas Gy: fs 


Ces rn équations renferment les z —1 constantes arbitraires @,, @, .-., 
a,—,, et de plus la constante a, et, si l’on résolvait ces équations par 
rapport & ces constantes, on aurait les équations 


(7) He = Hi, peered # J el Ws Vals Se TIN 
dont la premiere ne serait autre que l’équation proposée. De plus, si 
l’on substituait les expressions (6) de p,, ps, -.. dans les équations (7), 


elles seraient identiquement satisfaites. 


{7. Soient uw, » deux fonctions quelconques des variables g,, p,, et 
posons généralement 


Cha 


du de du de du de 
dq dp, i dq: dp, dn dpa 
du adv du de du dv 


~ apidg” aps da, nx 


? 


nous allons démontrer le théoreme suivant: 


Soient 2 = 0, VW =o deux combinaisons des n equations (7) qui deter- 
minent Py, Par «++9 Pn en fonction de qi, Jas «+++ Ins de telle sorte 
que p, dg, + psdqy +... + Pradgy soit une differentielle totale eaacte, 
Veéquation [0, VW] =0 a leu en vertu des mémes equations. 


Si l'on substitue les valeurs de p,, pa, .-+, Py tirées des équa- 
tions (6) dans les équations ® = o, VY = 0, elles seront identiquement 
satisfaites. Et, en différentiant ensuite une de ces équations par rap- 
port & une des variables g;, on aura encore une identité, En différen- 
tiant ainsi l’équation ® = o par rapport a g,;, on aura 


dd dp, , d® dp, dD dp, , dQ _ 
dp. dq: © dps dqi dq: 


dp, dg: dq: ° 
ou 
korn = 
V d® dpi d® Px, 


1p; dg; "SMR FR eae oO. 
faa apr dg dqi 
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En différentiant de méme Y = o par rapport a q,, on aura 


Ve dp ay 
dpi dq: dq 
feat | 


sl A 


eine a ; : d 
Multiplions la premiere de ces deux équations par ap et sommons 
Ae Lie RO a ib 
par rapport az depuis 1 jusqu’a z; multiplions la seconde par a et 


sommons par rapport a A depuis 1 jusqu’a n; nous aurons ces deux 
équations 


y2 \ d¥ db dp, y d¥ do 
1 dpi dp. dqi dpi dqi 


ont — 
k= 


kan k=n 
da dd dpi yeu av 
dpi dpi dqx dp; dqi= 
si 


Ag et 


En retranchant ces deux équations l’une de l’autre, on a 


S ye dd (dpx dp. 2¥ dv do d¥ a 
, dpi ak agi dy dpi dqi qi dpi] 
CS Aaa i=1- 


Or on a l’équation 
dpe — dpi __ 


aq? © adi 
pour toutes les valeurs de z et £; donc il reste 


Ui /d¥ db dW Ne 
2s dpi dqi dq; ap} — 


i= 


ou [®, ¥| =o. Done cette équation a lieu en vertu des équations (6) 
ou (7), c’est-a-dire qu’elle résulte de la combinaison de ces équations. 

Prenons pour ® =o, ¥ = o deux des équations (7), H,=a,, H,=a,, 
nous aurons l’équation 

[H,, H.]=0; 

cette équation ne renfermant aucune des constantes @, a,, ..., dy, ne 
peut étre qu’une identité. Il en résulte ce theoreme : 

Soient H, =a,, H, = a, deux des n equations, résolues par rapport. 

9° 
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aux constantes arbitraires, qui expriment que p, dq, + ...+ Pndqn est 
une différentielle totale exacte, on a identiquement 


[H., H.J=o. 
18. Occupons-nous de la proposition réciproque. Soient 
(9) Hia, He a7; Hy a5 sey lal == Ge 


n €quations, d’apres lesquelles on peut considérer p,, Po. ---5 Pa 
comme des fonctions de g,, go, «++» Ya» et Supposons que toutes les 
équations 


lide; Ese Gy 
ou r, s ont les valeurs 0, 1, 2, ..., m—1, soient satisfaites, je dis 
que p,dq, +...-+p, dq, est une différentielle totale exacte. 


En traitant les deux équations H, = «,, H, == a@, comme nous avons — 
fait ci-dessus pour ® = o, VW = 0, nous aurons l’équation 


emt gh hPa 
»y y dpi dpi (3 de) +[H,, H,|] =o, 
tad hs 


qu’on déduit de l’équation (8) en mettant H,, H, au lieu de ©, V. Les 
termes de la double somme, pour lesquels ¢ est égal a &, sont nuls, et 
ceux pour lesquels z et & sont différents peuvent se grouper deux a 


deux, de maniere a avoir le méme facteur isis ak et ona 
dqx = qi 
di, dH, dH, dH,\/dp:  dpr\ - 

Dap api alae lage ae 

i,k 
en donnant dans la somme a 7 les valeurs1,92, ..., n —1s, et a & les 
valeurs z+ 1,¢+ 2, ..., 7”. En prenant pour H,, H, deux quelconques 
des fonctions H, H,, ..., H,_,, on conclut de cette formule Aero) 

2 


équations distinetes; elles renferment linéairement les acer quan- 


tités 
dpi oe dpx. 


dqx qi’ 
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: n(w—V)). . 
on en conclut que, si l’on a les aie équations 


(H,, H, | Ss Wo 
j n(n—i1), : 
on a aussi les ———— équations 
aa sll ig 
dgp dg) = 


qui prouvent que l’expression p, dg, +... + pydg,n est une différen- - 
tielle totale exacte. 

Dans la démoustration précédente, nous avons admis implicitement 
que le déterminant des équations précédentes du premier degré n’est 
pas nul. Or on peut facilement démontrer que ce déterminant n’est pas 
nul, si les fonctions H, H,, ..., H,_, sont indépendantes, et, par suite, 
si les n équations (g) sont distinctes, en sorte qu’on en puisse tirer 
Pi Pis-. Pa eu fonctions deg... gx, .9?., Ga: 


SUR LES INTEGRALES SECONDES DES EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE. 


19. Supposons que nous soyons parvenu a déterminer les équations 


(1) iia" Hai Din) soe Re =Get, 


qui expriment que p, dg, +... + pndq, est une différentielle totale 
exacte, et dont la premiere était donnée. Posons . 


VHS (pi dgqit- +++ pr dn), 
nous avons une solution complete de l’équation 


Pea Vaud V. dV 
H(q., G2» aon Gno dq. dq:' sey dq, = 


qui est l’équation H = a, dans laquelle on a fait 


dV dV 
KL — dq.’ P2= age 


i) 
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d’apres ce que nous avons vu (n° 11), les équations 


dq, dH dq. _ dH dq,__ dH 
\ a= io? dere se ee 
o ap, ., do. gép., ah dy, ~eu 
wd > dg, dis a ee NR eae 


ont pour intégrales les équations (1) qui reviennent aux équations (2), 
et, de plus, les équations 


avis GV wl dV 


—— se 6 desea ly 
da aa he hiss gts 


ou b,, b,, ..., 6, sont des constantes arbitraires, et qu’on peut écrire 


ff dpvs, dp» dpn aft 
lal dq, + = dq: +...+ + dquo) = t+ b, 


dc da 
‘dp. , dp; dpa : a 
(4) [ (Pi ae FE dge ts das 140) = bs 
dp. dps dPn  \ _ 
Je dq, + a dqit...+ et dan) = be, 


oth Ri Re ty ehewe e Wi LO we te lobe > .c) 6] 16) ee. nian ae, x ue cp aisecte Lbueiisl she on. 


Il est d’ailleurs évident que, p,dg, +... + p,dq, étant une différen- 
tielle exacte, sa dérivée par rapport @ une des constantes a,, a3, ... 
lest aussi et que les premiers membres peuvent s’intégrer. 

On peut encore démontrer ces équations (4) comme il suit. Si l’on 
suppose qu’on remplace dans l’équation H = a les p; par leurs valeurs, 
l’équation sera identiquement satisfaite, et en la différentiant par rap- 
port a a;, on aura 

dH dp, a dH dp; ae dH dp, 


dp, da; dp; da; dpn da; Thse 


puis, d’apres les équations (3), 


dp. dp, 
da, 10 + Ge Ue +. + Pe dg =o: 


da; 


en intégrant, on obtient toutes les équations (4), sauf la premiere. 
Pi» Po»+++ peuvent étre considérés aussi comme fonctions de a, et. 
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en différentiant l’équation H = a par rapport & a, on aura 


dH dp, di dp, BY di apn 
dp, da ap) dig ae Wdpeda-* 


en nous servant des équations différentielles, nous obtenons 


dp, dq. , dp. dq, 
aerdt 7 dak dt 


== US 
multiplions par d¢ et intégrons, nous aurons la premiere équation (4), 
_ (4p dp, , 
0 [ (Pao + Gg gt). 


20. Nous avons supposé, dans les considérations qui précedent, 
que H est indépendant de ¢ ou que le principe des forces vives est appli- 
cable; il suffit d’une légere modification pour les étendre au cas ot H 
contient @. 

Concevons donc que H contienne ¢, et qu’on ait obtenu les 7 inté- 
grales 


(5) =A, Pie Ay eee Pri = 


des équations (3), alors si les premiers membres de ces intégrales 


(n —1) 
2 


. nN ait . 
satisfont aux conditions [@;, 9,| = 0, l’expression 


(6) dV = p.dq. + pidq2 +...+ prdq. — Hi, dt, 


ou H, est la valeur de H dans laquelle on a remplacé les p; par leurs 
valeurs tirées des équations (5), est une différentielle totale exacte. 
En effet, d’apres ce qui a été prouvé ci-dessus (n° 18), 


Pi dgi +. +. + Pn ddn 


est une différentielle totale; il reste donc a démontrer que l’on a . 


dpi\ sd, 
Cf) a di 


pour z==1, 2, ..., 2, la parenthese du premier membre indiquant une 
dérivée partielle. Or on a 


dqi Yi a da dge-:*  “ssdp.dg; ay. dé at diicn °-- edt agr 


dH, dH dH ap. cs Gusdp) ss dpe ag, dp, es dqn apn 


’ 
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et, d’apres Pintégrabilité de p, dg, +... + pnrdq,, il en résulte 


di, == dp;_, dpi dq. dp; dq 
dq; Uhdi' dg, di O° - dq 
or ona 
dpi __(dpi\ , dpi dq os dpi dqn. 
dis “a AG dle ow” ek ae ale 
on a donc bien 
CL! hea Car 
dq dt 


L’expression (6) étant une différentielle totale, ona 


Dans la derniére de ces équations, remplacons p,, ps, ... par leurs 
valeurs tirées des premieres, nous aurons l’équation aux différences 


partielles 


dV 


| Ses aA 
Te TAS au de Oe ON Ins ) 


ie? 3 9.0/6 aa 


et l’expression obtenue pour V qui renferme les n constantes arbi- 
traires a, @,,..., @,-,, et la constante additive qui provient de la qua- 
drature sera une solution complete. Donec, d’apres ce qui a été dé- 
montré (n° 7), les dernieres intégrales des équations canoniques sont 


ay ne dV dV 


== SS ap) oe 
da 1 nGlik = , 


— liye * 


(Ua ie 


Ce théoreme a été donné par M. Liouville en 1853; il est plus général 
que celui qui fait Pobjet du numéro précédent, obtenu par Jacobi en 
1843, mais publié seulement en 1866 dans son Ouvrage sur la Dyna- 
mique. 


Sur un théoréme de Jacobi. 


21. Sout V une fonction des quantites 


iy q» OS Qns a, aa, Alcea Ans 
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- 


et posons 

in Be ONE 

\ dq. =P dq: = Pp» 
dV dV 

(2) es da, = °® 


dV _ 
s 99 Gganeree 
dV 
= Tee 


Au moyen des équations (1) et (2), on peut exprimer les q;, p; en fonction 
des a;, b;, et par conséquent former les dérivées des premiéres quantités 
par rapport aux secondes, ou on peut exprimer les a;, b; en fonction des 
Jis Pi, et, par suite, former les deérivées des a,;, 6; par rapport aux qj, Pi. 
Cela posé, on a les quatre équaiions . 


(3) 


pour tet k égaux ai, 2,..., n. 


On dby dq: 

dq: dae dp, day 

da, _ dp; daz __ dq; 
dg dba py db. 


Différentions ‘les équations (1) par rapport a g;, en regardant a,, 


Ay, ..-, A, comme fonctions de g,, Jo, --+» Yn, Et NOUS aurons 


Daw : PV da a PVN da, | 
dg.dq;  -dq,da; dq; dq,da, dq; 
av P ON day ne IV da, sa 
(4) ‘1 dqidq: | dqida, dq: © dq,da, dqi "" 
iV @V da, @WV da, 
ee 
\dqr.dq:i  dqnrda, dq: dqnda, dq; 


(== 0% 


Différentions ensuite les équations (2) par rapport a a@,, en conside- 
“ees el 


rant gi, Jo» +++» Jn comme fonetions de a,, az, ..., An, 0,, das . 


nous aurons 


PV GN edu (EN seg 
da, daz da,dq, da,  da,dq. da 
eV @V dq, PV dq 


Or 


im) io! ontehiepic. te) te eulen ent) e ieniey ele te. 0 tot (1nd: is] 6) 10. Wael (ee) otis et 61 Cee e 


d?V 


} da, dap 


da, dq, day 


CV dq 


T 
\ day Aa 


da, dq, das 


AR da,dq. dag a 


PV dq, 
dan dq, Ady 


=O 
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dq. dq | aga 
da day : 


et ajoutons; nous aurons, d’apres les équations (Dig 


Multiplions les équations (4) respectivement par 


@V dq ze CV dq: Pee ears @V dqu 
dqidq:i da dq.dqi day qu dq; day 
@V da, ean da; = eV dan be 
~ da, da, dq: dasdapdgs~ "  . ypdadadgn5 : 


; : CV 
ajoutons et retranchons au premier membre le terme ~—-> et nous 
dqi day 
voyons que cette équation peul s’écrire 
dpi db, 
SS 
dar addi 
ce qui est la premiere des équations (3). 
En différentiant les équations (1) par rapport a p;, les équations (2) 
par rapport & a,, et opérant sur les deux systemes d’équations obtenues 
comme sur les équations (4) et (5), ona 


ag: a, a0; 

dar dpi 
En différentiant les équations (1) par rapport a g;, les équations (2) 
par rapport a d,, et procédant comme ci-dessus, on a 


dp: da; 
db, qi 


Enfin, en différentiant les équations (1) par rapport a p;, les équa- 
tions (2) par rapport a &,, on obtient 


dq: da 


db, dp; J 


Sur les intégrales des équations canoniques que l’on déduit d’une solution 
complete de l'équation aux differences partielles d’ Hamilton. 


22. Soit le systeme des équations différentielles canoniques 


dq; _ dil dp; dH 


dt ap. Oh dq: 
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oul vest susceptible des valeurs 1, 2, ..., 2. Sil’on obtient nintégrales 
de ces équations 


(1) Oe Wa Oi iy sing oh On ae Oty 


dont les premiers membres satisfont aux équations [9;, 9,] = 0, alors, 
en tirant p,, Ps, ..., Px de ces intégrales pour les porter dans l’ex- 


pression 
pidq +...+pidq, — Hd, 


cette expression sera une différentielle totale dV (n° 20); on aura donc 


dV _ dV dV 


(2) Ta. te POEs ] ae dt 


= =H, 


en sorte que l’expression de V satisfait & l’équation 


dV Hd dV dV dV 
ae > Jiy Yry ey Ivy dq.’ dq.’ OIC, = 


et en est une solution complete, et les intégrales des équations cano- 
niques sont les équations (1) et les équations 


ars dv. a Oa dV 
(3) >: ae ’ da, = 1, da, 29 aLtatlaty, da, 


= Ont; ? 


b, b,, ..., 6,_,étant des constantes arbitraires. 

Dans les premiers membres des équations (3), remplacons les con- 
stantes a, @,, ..., Qn, qui sy trouvent, par les fonctions 9, 9,, ..., 
o,-1, et désignons ce que deviennent les premiers membres par ¢/, 
o',, +++) G,—1) NOUS aurons, au lieu des équations (3), 


gb, FH bi ey Gy pH One 


Nous pouvons sans inconvénient représenter les fonctions qui forment 
les premiers membres des équations (1) par a, @, ..., dy, et de méme 
s i? , 
nous pouvons représenter par b, b,, ..., b,_, les fonctions 9’, 9, ..., 
¢_,. D’apres les équations (2) et (3), les a, 5; sont fonctions des q;, 
10. 
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se : : ? SS 
Pi et réciproquement, les g;, p; sont fonctions des a;, b;, et, d’apres le 
numéro précédent, on a les formules 


db, dpi dbp. bs a4; 
dqi da,’ dpi da, 
dg: db, dp; dbx 


Orona 


da, dq: , das a 
difi day a dpi day, ; 


da, __ > ae dqi us da, BE) 


dqi db, dpi Lb 


db, (db, dqi . db, dp; 
dbx = Dil dq: db, ' dp; dbx 


La premitre de ces quatre équations donne, d’apres les formules pré- 
cédentes, 

da, = 4 da, dby. 3 da, dby\ __ b 

di ia dqi dpi dpi dqi Ee 


et les trois autres donnent de méme 


db, db, 
> [ as, ar], dag = [ b:, bs], db; = [b. ant 


les premiers membres sont nuls, excepté pour la premitre et la qua- 
trieme équation lorsque s = 4; on a done ces formules : 


[ae Qe| == 0,9 “barb; |=0,q We Gi=10, = [bi ad eau, 


s devant étre supposé différent de & dans la troisieme. On peut encore 
écrire ainsi ces équations identiques : 


Losi p= ore [9h OS) =o, - [OL oe] Se, ale gala. 
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SUR LA SOLUTION SIMUTANEE DE DEUX EQUATIONS AUX DIFFERENCES 
PARTIELLES LINEAIRES ET THEOREME DE POISSON. 


23. Pour arriver 4 la démonstration du théoreme de Poisson, consi- 
dérons d’abord avec Jacobi les deux équations aux différences par- 
tielles linéaires 


df df | df - 
Ac dx, a ais ) b An Ax), mk 
ea ae af 
eye Rape tba Se 
ou 
A(f})=0, B(f)=o, 
en posant 
mn ay — d 
an=Sast, anya Va 
Nous ayons 


k=n j=) 


d d 
‘eave: son 
k=o 


10) 


k= Ut kSn— v7 


= dA; df 
oe dBA ie +) YB "dx, dx; 


k=or F=10) 


On obtiendrait de méme A[B(/)], et, en faisant la différence des deux 
expressions, on aura cette autre, que nous appellerons E(/), 


Vaae k= n 


BY =BIALNI—AlBiA=¥ Ze Y, (Bh — 0,8). 


v= 0) K=0 


Posons 


nous voyons que, si l’on a les n +1 égalités 


= 0300 a0, Ree ==08 Pe a= O17 
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ona E(f)=0 ou 
(1) B(A( f)] = A[B(f)], 


c’est-a-dire que les deux opérations indiquées par les fonctions A et B 
peuvent étre interverties. De cette équation on conclut immédiatement 


Br[ A‘(f)] = A*[Br(f)]. 


en désignant par B” l’opération B répétée r fois, et de méme par A‘ 
lopération A répétée s fois. 
Supposons qu’on ait l’équation (1); soit, une solution de A(/) =o; 


on aura 
A(fJ=0, BIA(fil=o, A[B(fiJ]=o. 


D’apres cela, B(/,) sera une solution de l’équation A(f/) =o. On voit 
de méme que B’(/,) sera solution de cette équation, et l’on obtiendra, 
en général, un certain nombre de solutions distinctes de A(/) = o 


fi, Bis Bi foe gees BE Si); 


en s’arrétant lorsque B”(/,) sera fonction des solutions précédentes. 
Si m= xn, ona toutes les solutions de Péquation A(f) =0; mais, si 
m est plus petit que z, on n’en obtiendra qu'une partie. 

Dans le cas particulier ot. B(/,) est nul, /, est solution des deux 
équations 


(2) — A(f)=0, B(f)=o. 


Cherchons ensuite & déterminer, en général, une solution commune 
aux équations (2), en supposant les n-+1 égalités. 


(3) Eo 0, ok, 0-8 ee 


satisfaites. On commencera par déterminer la solution générale de 
A(f) =o, qui est une fonction arbitraire de n solutions indépen- 
dantes f,, fr, .-., fr, et il faut ensuite que cette solution satisfasse a 
’équation B(/)\—= 0. Au lieu de 2, x, a, .:., Bp, prenons pour va- 
riables a, f,, fo, -»-. fri Si NOUS Mettons entre parentheses la nouvelle 


SECTION II. — SUR LES INTEGRALES DES EQUATIONS. 79 


dérivée de f par rapport & x), nous aurons 


cee Vad, of Sy df 
dtp oe) +y$ Lf dx, -: dt. fi dx, 
et, par suite, 
Lat Pek 
is es Lae: Seip BUM ap 
et, comme f doit étre fonction de f,, fi, ..., fr seulement, on a 
(22) =o, et ’équation B(.f) = o devient 
df oe df _ 


Or les équations (3) étant satisfaites et /,; étant une solution de 
A(/) =09, il s’ensuit que B(/;) est aussi; donc B(/,), B(/,), ... sont 
des fonctions de f,, fo, .... fr, et fest entierement défini par l’équa- 
tion (4). Solent 9, 92, ..., Qn, les m —1 solutions de cette équation; 
on aura pour la solution cherchée une fonction arbitraire de 9,, G2, «5 
Qn-1+ Telle est la solution simultanée des équations (2), lorsque les 
égalités (3) sont satisfaites. 


2%. Dans ce qui précede, faisons n +1 = 2m, et, au lieu de dési- 
gner les variables par #, 2,, 2, ..., représentons-les par 


iy qd» Sa eh: 9 dm Pi» Pr sesh oe, Pm 
nous aurons 


= a wh walt af df af 

A a a A, dq. 2 dq: + An ddn m+ dp, ote Aon dpm’ 
de i ae df df df 

BO ee Bled re 4 OE Bagg, 2 "] ae ae 


he eo ee de do dg do 
A, oe dp. 2 aa dp,’ ? m = dpm 1 a d fe oth). AS Cpe 

_ ay = Ray _ dy d dv 
ee ee are Ot ae 
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nous obtiendrons 


an=S(% £-2 1), wsV(e£-2 2), 


i i 


ou, suivant la notation ordinaire, 


A(f=leF], BIA =TY, fl: 


Ensuite, pour les valeurs de z égales 4 1, 2, ...,.m, on a 
= ae de |, dvy]_—s_ @[9, 9] 
Men ieee ly, a E dpi “Gi” 
dg” dy d[g, v] 
nema { A pes : 
Bee Di Ae Eee E dqi | E dqi | dq. 


sont remplies si l’on a identiquement 


lo, pl =o, 
c’est-a-dire si f= v est solution de A(/) = [9, f] =o. 


Ainsi done, st l’on a l’équation identique |9, ~| = 0, u existe des 
solutions simultanées des deux equations A(f) =0, B(f) = 0 ou 


ef ON V0. 


Nous avons vu ci-dessus que, si /, est solution de A(/) =o et que 
Yon ait B[A(/)] =A[B(/)], B(/,) est aussi solution de la méme 
équation. En faisant 


A(fI=l9.F]l BU=LY, fF], 


on en conclut: Sv f, est solution de l’equation | 9, f| = 0 et que l'on ait 
[g, J] =0, f=[v,f\] est solution de la méme equation. Autrement 
dit, sx f=f, et f= sont solutions de Péquation [y, f | = 0, l’expres- 
ston [v, f, | est ausst solution de cette equation. 
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25. On a pour l’expression de E(/) 


i= 72 


BA) =) (Ege + Baas 5) -y [ee Hf le | =[h le Ul 


dp; dp; dpi 
Done |’équation 


devient 


LA le, iIJ=[¥ le A I—Le (YF) 
[A le YII+ le Le A+ [Y (4 gli =o 


On a donc ce théoreme remarquable : Sovent f, 9, & trois fonctions quel- 


ou 


conques des variables q,, do, ++-+ Yn» Prs Pos +++s Pn» On ala formule 
identique 
(5) Lf [e Yl + [e, [b. SI+ [YL ell =o. 


Ce résultat permet de retrouver celui qui précede; car, si f= /f, et f= 
sont solutions de [o, f] = 0, on a [o, 7, =o, [¢, ¥] =o, et la for- 
mule précédente donne 

lp [Ye fil] =o, 


c’est-a-dire que / = [¥, f,| est solution de la méme équation. 
Nous allons donner a ce théoreme une autre forme. Pour cela, remar- 
quons que, si nous avons l’équation aux différences partielles 


(a) Ly, fl =o, 


a laquelle satisfait la fonction /, et qui peut s’écrire 


de df do df | de of 

dq: dp dq. dp, pe dn apn 
_do df dy df de of _ 

ap. dq dp, dq. oe dpn dqn eae” 


on obtient toutes les fonctions f qui satisfont a cette équation en cher- 
chant les intégrales du systeme d’équations différentielles 


Cyne ee Gi ca gets LS ee eR gO 
dp dg re pages = doc” do =: gore Oe 
dq. dq: dq dp, dp ae 


II 
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et, si f= f, est une solution de l’équation (a), /, == const. est une 1n- 
tégrale des équations (0), et réciproquement. D’apres cela, on a le 
théoreme suivant : 


Soient f= const., ) = const. deux intégrales, qui ne renferment pas t, 
des equations (b) ou 


dq, __ do dq, _ do dquo 
Gt ap, at. dp, Che = di 
Gps dees ip. wer dge. eT ae, 
dP dais ators tags ger dqn 


l’équation [,f| = const. est aussi une intégrale de ces equations, a 
moins que son premier membre ne soit identiquement constant. 


Ce théoreme porte le nom de Poisson, quoiqu’il n’ait été présenté 
ainsi que par Jacobi; nous indiquerons dans une autre Section la forme 
que Poisson lui avait donnée. 

Dans le cas ott [y, f] serait une fonction de et f, ce théoreme ne 
donnerait pas une nouvelle intégrale. Il peut arriver aussi que [, /| 
soit identiquement constant, comme cela a lieu lorsque les deux pre- 
mieres intégrales ont été déduites de l’équation aux différences par- 
tielles d’Hamilton (n° 22). Mais, si les deux premieres intégrales sont 
prises quelconques, en général [%, /| = const. sera une nouvelle 
intégrale. 


26. Dans Ja démonstration du théoreme de Poisson, ona supposé 
que les intégrales ne renferment pas ¢; mais il peut facilement étre 
étendu au cas ou les intégrales contiennent le temps. 

En effet, si f= const. est une intégrale des équations canoniques, 


; . d je : : 
on doit avoir af o en vertu de ces equations, et, par suite, 


it) SS (ah ta, af dpe), 
dt Sake: di --d pdt) 


i 


la dérivée par rapport a ¢ étant mise entre parentheses pour indiquer 
une dérivée partielle; par suite, on a 


(J) +h el=o. 
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De méme, si ) = const. est une intégrale des équations canoniques, 
on a, en continuant de mettre entre parentheses les dérivées partielles 


par rapport a 2, 
| (3) +[b, p] =o 
Done la formule identique (5) devient 
E (3) | +o lh ST —[y. (F)] = 


(fl) + (tb Fh l=o, 


ou 


dt 


¢ 


c’est-a-dire qu’en vertu des équations canoniques on a identiquement 


donc [¥, /] = const. est bien une intégrale de ces équations. 


%. 


SUR L’ABAISSEMENT DES EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE PAR SUITE DE 
L'EQUATION DES FORCES VIVES OU DES INTEGRALES DES AIRES. 


27. Supposons un probleme de Dynamique pour lequel ait lieu le 
principe des forces vives; l’ordre du systeme des équations diffé- 
rentielles 


dg: dH. dp; di 
co) Head dik Vadga 
ou z est susceptible des valeurs 1, 2, ..., m, peut étre abaissé de deux 


unités. En effet, alors H ne contient pas ¢, on peut éliminer immédia- 
tement dé entre ces équations, et l’on n’a plus que 2 — 1 -équations 
différentielles du premier ordre; et comme l’équation des forces vives 
H = const. est encore une intégrale, ce systeme d’équations peut étre 
réduit a ordre 22 — 2, c’est-a-dire qu’il peut étre ramené a la réso- 
lution d’une équation différentielle de ordre 2n — 2. 

On peut encore abaisser de deux unités l’ordre du systeme des é équa 
tions (1), toutes les fois qu’on peut, par un choix des variables, arriver 


a ne faire entrer |’une de ces variables que par sa différentielle. 
II. 
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En effet, supposons que la variable g; n’entre pas dans H, on aura 


dpi __ 8 dil aie 
dE SFG aa 
et, par suite, l’intégrale 
pi= const. 


Alors, H ne renfermant pas q; et la variable p; étant remplacée par sa 
valeur constante, on peut supprimer du systeme canonique l’équation 


dg: dH 


dt Es dp: 


. 
de sorte que l’ordre est abaissé de deux unités. Apres l’intégration du 
systeme, g; se déduira de cette équation par une quadrature. 

Ce cas se présente quand une équation des aires est applicable. Sup- 
posons qu’elle ait lieu par rapport au plan des a, y; alors la fonction 
de forces U et les équations de condition ne changent pas de forme 
par une rotation du systeme des coordonnées autour de l’axe des <z. 
Si donc, adoptant des coordonnées polaires, on pose 


Wes FCOSO. ea PSIG. 


et qu’on désigne par 0,, 95,..., 9, ce que devient @ pour chaque point 
matériel, la fonction de forces U et les équations de condition ne con- 
tiendront les angles @ que par leurs différences : 


6,— 4, 6,— 6, Ce | 6,1 — 8s, 
que nous désignerons par y,, Yo, .-., Ys-1- Si l’on substitue aux 
variables 0,, 9, ..., 9, les variables y,, ya, .--, Ys, et 9,, la variable 6, 


n’entrera pas dans H qui contiendra seulement sa dérivée 6,; si l’on 
introduit les variables conjuguées p; au lieu des dérivées, la variable 8, 
continuera 4 ne pas se trouver dans H ou T — U; si done on fait 


on aura, d’apres ce qui a été dit ci-dessus, lintégrale 


ps = const. 
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et ordre du systeme sera abaissé de deux unites. Il est aisé de vérifier 
que cette derniére intégrale est celle des aires; car ona 


ye! , (d9\? dr\? dz | 
=5 NaI: (sr) Si 7) Sire Hi 9 


et, puisque 6; = y; + 4,, 


a mr?’ ue — mr? ate : 
Die dae t dt 


28. Si les intégrales des aires ont lieu par rapport a deux des plans 
de coordonnées rectangulaires, l’intégrale des aires a également lieu 
par rapport au troisieme plan. En effet, faisant 


supposons que l’on ait les équations des aires 


2Lm(xy' — yx’) = const., 


2am(yz' — zy’) = const. ; 


désignons par 9, / les premiers membres de ces équations, nous aurons, 
d’apres le théoreme de Poisson, la troisieme intégrale 


Lo, Y] = const. 


ou 
y do dy é do adv do dy 
dx d(mz'\) ° dy d(my') ds d(mz’') 
dg dp do dy do db. ene 
d(mx'\ dx  d(my’) dy d(mz') dz | _ Si 
ou 


m2’ Zz -— x2’) = const., 


ce qui est la troisieme intégrale des aires. 

Cette démonstration suppose que le systeme est libre; mais, dans 
une autre section, nous montrerons que le théoreme a également lieu 
si le systeme est assujetti a des liaisons. 

Si les trois intégrales des aires ont lieu, on pourra employer l’inté- 
grale relative au plan des #, y comme ci-dessus; puis, au moyen des 
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deux autres, on pourra éliminer g,_,, p,-;- On abaissera ainsi l’ordre 
de quatre unités. Ensuite, au moyen de l’équation H = A et en élimi- 
nant dé, on pourra abaisser de nouveau l’ordre de deux unités; l’ordre 
sera ainsi abaissé de six unités. 

La méthode qui précede peut servir & démontrer l’abaissement de 
l’ordre des équations, mais elle fait jouer un role particulier au plan 
des x, y et ne conviendrait nullement pour effectuer cette réduction: 
nous verrons dans une autre section comment il conviendrait de diriger 
le calcul. 
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SECTION [II. 


APPLICATIONS DES THEORIES PRECEDENTES AU MOUVEMENT 
DUN POINT MATERIEL. 


MOUVEMENT D’UN POINT ATTIRE PAR UN CENTRE FIXE. 


1. Soient x, y, z les coordonnées rectangulaires d’un point attiré 
par un centre situé & l’origine des coordonnées. On a, pour la force 
vive de ce point, 


~ o dx\? Os ae dz\>T i i Se 
tal) (8) (8) omen een 


on a ensuite 


et, en remplacant ces trois quantités par 


OV av, “a. 
dx’ dy’ dz 


dans l’expression de T, selon ce quia été dit au n° 11 de la Section II, 
puis formant l’équation T— U =A, oth est une constante arbitraire, 


on a 

iP fav \2 dV \? dV\? 

snl (ae) *(ar) + (az) |=U+4 
La fonction de forces U ne dépend que de Ja distance r du point au 
centre d’attraction, et si l’on pose U = f(r), la force d’attraction sera 


_ afr) 
dr 


. 
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Prenons des coordonnées polaires, et faisons 


$= 7 COS, oe =r Sinn cose, 7 = Tsing; sind, 


alors, en posant 
ages Fras 
dt 2 ae 


— 6, 
la force vive devient 
2T= m(r? + rn? + rsin’n. 6). 
Les quantités conjuguées der, 7, 9, désignées selon les notations pré- 
cédentes par p,, Po, Ps, sont 


ash Ae Neer, as ay YE 
dr’ a mae a Cee hie 


a 


on doit les égaler aux dérivées de V par rapport a7, 4, 9; ce qui donne 


7 


Sa — 9 = Ser 


et, par suite, 
T 1 dV \? 5 I dv " geil as dV\? 
-. 2m ar r?\ da r?sin?y \aé , 


On obtient done |’équation aux différences partielles 


dV \ 2. a av? I dV\? 
(1) | (=) +- +(S) a rants (GP) —=a2m f(r) + 2amh. 


Comme la variable 9 n’entre pas dans cette équation, en désignant 
par g une constante arbitraire, nous ferons (Section II, n° 10) 


dV 
qe V=W+g0, 


W étant une fonction qui ne dépend pas de 9, et il restera l’équation 


dW\? 1 /dW\? ie 
(a) ; ee +P sity Ue 
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Faisons dans cette équation 


AO aA ecto are 
(F) + =e 


ou b désigne une constante arbitraire, et il restera 


dW\? b 
aie er) ee ae 
( oe ) —=amflr)+ 2mh e 


On a, par conséquent, la solution 


we [y/amsir 4 amh — dr + fle Be ae 
sin? 


V = Wit 20 


et 


sera une intégrale complete de l’équation (1). 
On obtient d’apres cela pour intégrales du premier ordre des équa- 
tions du mouvement 


dr av da yp av do I Cy g . 


dt dr’ dtr? dn’ dt r*sin?n dO r’sin’y’ 


et, pour intégrales du second ordre, 


dV 


2 | as Se (fy! ee Olas oes mae Tie 
(2) db ced oy ama dh 3 


b’, g’, t étant des constantes arbitraires. Ces trois intégrales peuvent 


s’écrire 


= Ss Bub = nae “hi = b ' Comey eats — Me 
y/amf r)-+amh — je — sh 
dn 
a ———- . + 9= 9", 
‘ Alas Vb'sin'n — g? = 
y/ompir + 2mh — 


2. Supposons maintenant que l’attraction ait lieu en raison inverse 
12 
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J 


du carré de la distance, et faisons f(r) = ~~; alors les valeurs maxi- 


mum et minimum de 7, correspondant 2 dr =o, seront données. 
dapres la derniére intégrale, par léquation 
I? be 


Sa TO 
r r2 


Ou 
amhr? + amier— 6=0. 


Si l’on désigne par 2a et e le grand axe et l’excentricité de l’orbite 
elliptique, ces deux valeurs der sont a(t +e), a(1—e), et ona 
h? b? 
RE cee Gk OT a(r—e)=p, 
en désignant par p le demi-parametre; les deux constantes / et 6 sont 
déterminées par ces deux équations. 

Prenons, pour limites inférieures des intégrales qui entrent dans V, 
des valeurs de r et 4 qui annulent les radicaux. Alors, en formant les 
équations (2), il faudra avoir égard & ce que les limites renferment 6, 
g, A, ce qui introduira de nouveaux termes, mais qui s’annuleront, 
parce quwils renfermeront en facteur les valeurs des radicaux pour les 
limites de ces intégrales. 

Nous pouvons done écrire ainsi les trois intégrales 
4 bdr ° ~sinn da 


is b —————————— — b’, 
Vb?sin?y — g? 


ai—e) (V¥2mhi? + 2mk?r— 6 


d; 
og eee eee 
sing VO'sin’?n — g? 


“h mrdr 
a ca f= ee 
aie V2mhr? + 2mh?er— 6 ; 


Si Von fait r= a(1 —e) dans la derniere équation, ona t= — 7; 
done —z représente le temps du passage de la planete au périhélie. 

D’apres la seconde équation, la plus petite valeur de a, laquelle est 
la limite inférieure des intégrales par rapport & 4, est donnée par la 
formule 
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or y est l’angle de r avec l’axe des z, il aura sa plus petite valeur 
quand r coincidera avec la droite située dans ce plan et dont Pinelinaison 
sur le plan des a, yest la méme que celle de l’orbite, et alors on a, en 


anes . . . T : . 
désignant par I cette inclinaison, 4 = — — I; par suite 


9 


(3) cos’ b=? g= beost, 


ce qui détermine la constante g. 

Si l’on fait y = — I dans la deuxiéme intégrale, il reste = g": 
done g’ est la longitude de la ligne de plus grande pente de I’orbite 
sur le plan des x, y; on a donc 


g’ = longitude du neud de I’orbite, plus un angle droit. 


Faisons r = a(1 — e) dans la premiere intégrale; en nous servant de 
l’équation (3), nous aurons 
sinn dn COSY: Lic, 


0 CnC OS — Oe 
/sin’l — cos? sin] 


COS cake 
=== C050, COs) — sim Lcos0’. 

(4) sink ‘ ‘ 
Imaginons une sphere dont le centre soit 4 l’origine, et représen- 
tons-nous les grands cercles NK, NP (fig. 2) déterminés par le plan 


Fig. 2. 
Ba 
Zin 
ae [lena 
NS 
des a, y et par le plan de Vorbite. Soit N le neeud; du point P qui 
représente le périhélie, abaissons l’are PK perpendiculaire sur NK, ct 


considérons le triangle sphérique NPK; nous aurons 
sinPK = sin NP sin]; 
Tt 
or on a PK = = — y: done 


cosy = sinNP sinl. 
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En comparant cette équation avec l’équation (4), on a 


i Tv 
b' = ~ — NP. 
2 . 
b’ représente, par conséquent, le complément de la distance angulaire 
du périhélie au noeud. 


Sur une seconde maniére de résoudre le probleme precedent. 


3. Supposons encore un point attiré par un centre fixe, en raison 


inverse du carré de la distance, et cherchons & obtenir une nouvelle 


; ' eh he 
expression de la fonction V. Nous avons trouvé ci-dessus h = — ca ke 


étant l’attraction de l’unité de masse sur l’unité de masse 2 lunité de 
distance et 2a le grand axe de l’orbite; V, comme nous savons, est 
donné par l’équation aux différences partielles 


cee ye need 
Ce deh Nach ide arg 


en prenant pour unité la masse du point attiré. Comme on sait que 
Vorbite est plane, il est évident que x, y, s peuvent étre exprimés au 
moyen de deux coordonnées seulement relatives au plan de l’orbite. 

Ayant désigné par r le rayon vecteur mené du centre d’attraction 
situé a lorigine au point attiré m, représentons par 7, la valeur dera 
l’instant initial et par (ao, Yo, Zo) les coordonnées du point (~, y, z) a 
cet instant; enfin, soit ¢ la distance du point m a sa position initiale. 
La fonction V doit pouvoir s'‘exprimer au moyen des deux seules va- 
riables ret p. On a 


Pe H+ eB, PO HAT HG + Bos 
Pa (2 = rele — 9)! le es 
on a, par suite, 
dV dV x dV x«— 2x, 
= = +- “ 
dx ar 7. do 0 
dV dV ve d V Y—%Y 
=a, - I- ‘ . 5 
dy Bp Ap do 0 
dV =—- dV oe dV ee Bo 


dz arr dp 0 
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et l’équation (1) devient 


(3) DV Cee at dy Ss OND ag Sees 
2 dr ro dr do ie) 2a KE eg 


Posons 
r+nmn+p=—a, 


f= ly 9 == 65 
et prenons pour variables ¢ et o’; nous aurons 


dV dv dV av © dy dV 


dr da da’ dp de da’ 


et il en résulte l’équation 


al Oh Wi Saye see ; GN \" | 7a 2 I 
Ba tere a ee 


ou 
ay\? ee pn LOY 
o(¢ an) (F) to'(an—o')(55) 
. hy? fe 
=I? (¢ — 9’) — — (0? — 0”) 4+ —ni(e—o’). 


Essayons de satisfaire 4 cette équation en égalant séparément a zéro 
les termes multipliés par 7, et ceux qui ne le sont pas, apres avoir tout 
fait passer dans le premier membre; ce qui revient & supposer que V 
ne renferme pas 7, en dehors de celta’. Nous aurons les deux équations 


Lay \2 aN SRI F Rares i 

a =) Naat le = NS o" | ae a). 
dV\? at Oates ade he ; 

* \da 7 \ de! sake Gy ree 


et, par suite, 


il en résulte 
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En prenant, par exemple, ces deux expressions avec des signes op- 
posés, on a 


vot iy atone 


ou, en négligeant une constante arbitraire qui s’ajouterait a l’expres- 


sion de V, 
V=h ieee ds. 
i 4as 


Pour faire Pintégration, posons 


sinta = 


- 


1 
[Vo aca (2e+sinaz : 


désignons par ¢, ¢’ les valeurs limites de 2%, et nous aurons 


et nous aurons 


sin?= Se eee FRG 
"ha 4a 

sin? — at (Oe ae 
= ha > 4a 


nous en déduisons, pour solution de ]’équation (2), 
als 
V = ka? (e + sine — e’— sine’). 


4. Cette expression ne renferme pas de constantes arbitraires autres 
que @; il lui manque done deux constantes arbitraires pour étre une 
intégrale complete de l’équation (2); mais, comme p renferme 2», Vo, 
Zo, expression de V est au contraire une solution de l’équation (1), 
qui renferme une constante superflue (Section II, n° 2). 

Nous avons, pour une des intégrales du mouvement, 


hs a 
Ga 7% aie 
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ave GN da ee dV 
ah de dh ok da 


dV u 


1 ea 

~ u de de 
<= *kha *(¢-sitte—¢'—sine | fra? (F4- cose —(1-+ cose’) — |; 
Ca ( : ) ‘ : ) da ( ) da |’ 


{? 


e A ° C é & . € 6 
en différentiant les expressions de sin? =, sin? 7 On obtient 
2 3 


de —2 ee ie 2 ite g! = 
a “ma a dg pores 
et il en résulte facilement 
3 
ON eas 5 eT ar eae 
oe | (e —s'ne — e+ sine’), 
i 


Cae ys (e — sine — e+ sine’). 


Quand la fonction V est exprimée au moyen d’un systeme de va- 
riables g,, 2. ... et de leurs valeurs initiales g°, g§ 


...+, les intégrales 
du premier ordre sont données par la formule 


ae 
agi She 
et les intégrales du second ordre par 


ONG 


0 


oT ae 
t 

p? étant la valeur initiale de p; (voir Section II, n° 4). D’apres cela, 
dans la question actuelle, nous avons pour intégrales du premier ordre 


dV : dV / dV : 
(3) As a Meese rE 


dy 7? dz 


x’, y’, 2’ étant les dérivées de x, y, 2 par rapport a Z, et pour intégrales 
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du second ordre 


4) dv) = OY Sn 
dxy — Ags oF Wa es 
ius Yoo Z, tant les valetirs initiales de z’, y’, 2’. 
Calculons ces équations; nous avons 
dV de de! 
—— — fa’ | (1+ cose) — — (1+ cose’) —— 
ax ( ie ( Me ‘ 


de T Ey eh de! I LO 
== ; = Se eal Nee er es ee ree al [ p) 
dx  2asine\r 0 dz  2asine’\r 0 


el, par suite, apres quelques réductions, 


1 
dV ka? Pe | GG - ae, RSs 
—_— = sin —-- sin 4 jes 
da Nee eee 0 2 r 
2a sin — sin — 
2 2 


Désignons par 2p. langle de ret 7,, nous aurons 
cates Se" 
2@5iIN— Sin = 
2. 2 


LL + IV) + 2B (r+n)’— 9? 


(COP — COS = » cosy ————; 
is Rin P Arr, f Vrry s 
posons aussi 
e+e’ e— 
\= Sy — ? 
2 2 
et nous aurons 
i 
dV ka? Go Ge, lee 
a sind siny }; 
dx Vrr,cosn  . ? Us 


on en conclut, pour la premiere des équations (3), 


t 

ka? L—X,. an 

2’ = Sill A= sip | 
Vrry COSp. p ’ 


et les deux autres s’en déduisent par une permutation sur les lettres x, 
y, z. La fonction V restant la méme quand on échange les lettres x, y, z 
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avec Lo, Yo. Zo, ON aura, pour les intégrales finies (4), 


1 
ka Loa, eae ' 
oe sink — —sinv) =— 2, 
VITy COS p. P ui 


ie Maj a) 08 8r, ey leual 6 a) el Seems’ or is: 0/6) s.14| (alee, 10! [eiig \ealeMuiolre \o 6) i= 18 10'S 


DU MOUVEMENT D’UN POINT SUR UNE COURBE DONNEE. 


5. Supposons un point assujetti a se mouvoir sur une courbe donnée 
dont les équations sont 


(4) | e = Sai yoe frl 2), 


et admettons que le point n’éprouve aucun frottement, de sorte que 
action de la courbe se réduise & une réaction normale. Désignons 
par X, Y, Z les composantes, suivant les trois axes, des forces exté- 
rieures qui agissent sur le point m, par N la réaction normale, et par A, 
vv les angles qu’elle fait avec les trois axes. 

En prenant la masse du point pour unité, on aura les trois équations 


(1) C2 =X + Neos), OX y+ Neosp, C2 1+ N cosy. 
Ensuite on a 

(b) cos?A + Cos?“ + cos’y=1, 

et, comme N est normal a la courbe, 

(c) cosAdzx + cosy dy + cosvdz =o. 


S'il existe une fonction de forces, en sorte que 
Xdx+Vdy+Zdz 
soit une différentielle exacte dU, on déduira des équations (1) 


dx@u+dyd@y+dzd?z _ 
dt? a 


dU, 
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et, ep intégrant et désignant par C une constante arbitraire, 


dx? + dy? + dz? 
2dt? 


=U-+C. 


L’équation précédente devient, d’apres les équations de la courbe, 
1 [/dz\? ’ tee hes 
o(F) LAS (2+ fe] SU + 6 


en désignant par U, ce que devient U quand on y remplace a et y en 
fonction de z. De cette équation on pourra tirer dt en fonction de s; 
on aura done ¢au moyen de z al’aide d’une quadrature. On pourra 
donc réciproquement calculer z en fonction de ¢ et, par suite, obtenir 
x, y d’apres les équations de la courbe. 

Nous venons d’admettre l’existence d’une fonction de forces; s’ib 
n’y en a pas, on opérera ainsi. 

En différentiant les équations de la courbe, on a 


de =f 2\2, yp fie) as, 


et ensuite, pour l’élément de la courbe, 


ds = Vda? + dy? + dzt= Vi f'(z)? + fi(z) dz; 


par une quadrature, on aura s en fonction de 2; puis on tirera z en 
fonction des; par suite, on aura aussi x et y en fonction de s d’apres 
les équations de la courbe. Des équations (1) on déduit 


dz @ax+dyd?y+dzd*z __ ] d’s 
dt? me 


OB es Xdx + Ydy + Zdz. 


En exprimant le dernier membre en fonction de s, il en résultera 


(2) ds 
en intégrant et désignant par C une constante, on aura 


(5) = 2fo(s)ds + C, 
ds 


Wie 9 
V2fo(s)ds+C 


et, par conséquent, on pourra obtenir s en fonction de 7. 
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6. Supposons enfin que la courbe exerce un frottement F sur le 
point mobile; le frottement s’exercant suivant la tangente a la courbe 
et en sens inverse du mouvement, on a, au lieu des équations (1), les 
suivantes : 


wale is =e COSA =u a 
dt? ds 
CA eee dy 
dt? = Y + Neosp— EF ee 
d?z dz 


et l’on aura encore les équations (a), (0), (ec). Le probleme contient en 
plus inconnue F; mais, en supposant que F soit proportionnel a la 
réaction normale, comme on l’admet généralement, on aura 


F=fN, 


Jf tant une quantité constante. Cependant la solution du probleme 
devient beaucoup plus difficile; en effet, au lieu de l’équation (2), 


ona 


tS ag = 9(s)ds — Fds 
Ou 
a d’s 


équation dans laquelle N est une fonction inconnue de s. 

Si la vitesse est nulle et que le frottement surpasse la composante 
tangentielle de la force accélératrice, le mouvement s’arrétera. Done, 
pour trouver si le mobile s’arrétera, il faudra chercher un point de la 
courbe pour lequel la vitesse sera nulle, et examiner si en ce point le 
frottement est plus grand que la composante tangentielle de la force 
accélératrice. 

Si l’on regarde le frottement du mobile sur la courbe comme négli- 
geable, mais que l’on tienne compte de la résistance du milieu dans 
lequel il se meut, il faudra introduire dans l’équation (3) cette résis- 


; : : gee 3 ds. 
tance au lieu de fN; cette résistance est une fonction W(5) de la 
19s 
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vitesse du mobile, et l'on aura cette équation différentielle du second 
ordre 


>) 


WS vey pies 
w= 9) -9(5) 


on en déduira s en fonction de z, et on en pourra ensuite tirer x,y. 5. 


MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE SURFACE DONNEE. 


7. Prenons pour déterminer le mouvement dun point sur une sur- 
face un systeme de coordonnées g,, gs. gs. tel que Péquation de la 
surface se réduise 2 


\ 


I gs = const. ; 


\ 


alors un point de cette surface n’aura plus que deux coordonneées ya- 
riables g,, go. 
Soit ds element d’une ligne tracée sur la surface; on a 


ds? = dx* + dy? + d>, 
et, comme x, y, = sont fonctions de ¢,, gs, on obtient 
(2) ds? = Adq} + 2Bdq, dg: + Cdq?, 
A, B, C étant fonctions de g,. gs. 


Si nous désignons par g,, q, les dérivées de ¢,, gg, nous aurons 


orale oad haar be 
reef ) =Ag?+ 2Bq.4q, + G@?, 


dt, 
dT : : 
Pitniag is et Bq. 
aT ? _ ’ 
Paqguae nara he> 
et, par suite, 
, Cp, — Bp. , _— Bp, + Ap, 
at pis Ets awl ASD Aer 


On a done 


on Cp? = 2Bpi p: + Ap? 
AC — B? 


SECTION I]. — MOUVEMENT DUN POINT MATERIEL. rol 


ct Péquation T — U = A devient 


Cp, — 2Bp.ip.+ Ap; = 2(AC— B*)(U+ fh). 


, 


q, = const. joint 4 l’équation (1) donne un systeme de lignes tracées 
sur la surface donnée; de méme qg, = const. joint a l’équation (1) 
donne un second systeme de lignes tracées sur cette surface. Si l’on 
choisit ces deux systemes de lignes rectangulaires entre eux, on aura 
B= o. En effet, soit ds, un élément d’une ligne du premier systeme 
mené par un point, ds, un élément d’une ligne du second systeme 
mené par le méme point; on aura, d’apres l’équation (2), en faisant 
Ady =) Oy, AG a= 0 


dsi == Cdq>, ds} = Adqi; 


et l’élément ds qui joint les extrémités de ds,, ds, sera donné par la 
formule 


ds? = Adq? + Cdq?, 


si les deux éléments ds,, ds, sont rectangulaires entre eux, et, par 
conséquent, B sera nul. 


En faisant 
dV dV 


ae ee 


le probleme revient a la recherche d’une solution complete de |’équa- 
lion 


7. dV 2 dV dV ' } dV ee : 
(an) ~22 ag, aq tA (ay) PAC BIO +A), 


qui pour B = o devient 


rf a@NN2  widVN\3 

xlag) + cla) a9 Up, 
Si nous supposons que le point ne soit sollicité par aucune force, 

mais qu’il se meuve en vertu d’une impulsion initiale, l’équation pré- 

cédente deviendra 

ms ae ek a a 

(3) Rag Mieaga See 


\ 
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et le point décrira en général sur la surface la ligne la plus courte 
entre un quelconque de ses points et un point suffisamment rapproché 
(Section I, n° 26). 


8. Comme exemple, cherchons la ligne la plus courte sur l’ellip- 
soide. Prenons pour son équation 


ve as 2 i 
0? gage gg cage ae 


ou p, b,¢ sont constants, c > 6 et p >c. Adoptons les coordonnées 
elliptiques de Lamé, et considérons les hyperboloides & une et & deux 
nappes, homofocaux avec l’ellipsoide et fournis par les deux équations 


x? ye Zi 
ee b? (oe MS 
C 
(@) 
‘ xz? y? 2? 
— — ~— =) 
vo by Gt — y? ; 


ou p. et vy sont des parametres variables et ot l’on suppose 
Co i by. by 
Ces hyperboloides tracent, comme on sait, sur l’ellipsoide ses lignes 


de courbure. En résolvant ces trois équations par rapport a 2”, y?, 2?, 
on a 


: 0? yy? 
a= b2c? “4 

oN Pe see 
J b?( 6? — ¢? 


Dans le systeme de coordonnées ot l’on adopte les quantités p, 2, v 
pour déterminer la position d’un point, l’équation ¢ = const. repré- 
sente l’ellipsoide. Prenons les logarithmes des deux membres des équa- 
tions précédentes, puis différentions en supposant le point (a, y, z) 
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situé sur l’ellipsoide, et nous aurons 


dx =" dy + = dy, 


Ajoutons les carrés des dernieres équations en remarquant que, si 
l’on retranche Vune de l’autre les équations (a), on a 


x? pe a Vag ae. 
ee (PoP B * (wea) 
et il en résulte 
det + dy + data| = + iM RE eer eae 
a ee (pu? — b?)? (pe aie & [ 


we? y? Zz? ; 
ae dv’. 
+|= ote (v?— 6?) i a0 U 


Remplacons x, y*, z? par les valeurs trouvées ci-dessus, el nous 
aurons pour le carré de |’élément d’une courbe menée sur la surface 


(v? med po?) (v? -- pe?) 


(a= BG oF) dy’. 


SECs ear cee oe 
> (= Be oF) 


Nous en concluons pour A et C les valeurs 


ee re tee ee ee) 
= (Bea ey °F BF a) 


et nous avons par suite, pour l’équation (3), 


ose apa Ler GE Gn ad area 
Fear aa ee () = 2h( py? — vy’). 


Pour intégrer cette équation, on peut, en désignant par g? une 
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constante arbitraire, la décomposer en les deux suivantes : 


(2? — b?) (py? — c?) (x 


2 
Ta) = 2h(p’ — g’), 


Ye 
pp 


(v? aa b?) (y? re «?) (F 


2 
= v2h(y? — oe) 
y? = p? 7) ( 6 /? 


dont la premiere renferme seulement p. et la seconde seulement v. On 
aura done pour V 


(o? — p?) (z = 8) gy Cehine a 
Vv St ieee B)(o? = pi) dp. + Ae ite 
Les deux intégrales, relatives au mouvement d’un point qui se meut 
sur l’ellipsoide par une impulsion initiale, sont 


dV ini tor ; 
dg SAPO eels ihe wah Ms 


3, 7 étant des constantes arbitraires; et comme, d’apres le principe des 


forces vives, on a 
ds\? 
— 7 ah 
(a) : 


on en conclut ds = 2h de, et la formule 
I 
v2h 
donnera la rectification de la ligne la plus courte tracée sur la surface. 


Les deux constantes g, 3 se détermineront par la position du point et la 
direction de sa vitesse @ l’instant initial. 


s=yoh(t+rt)=V 


OSCILLATIONS DU PENDULE SIMPLE. 


9. Prenons des axes rectangulaires dont l’axe des z soit vertical et 
dirigé dans le sens de la pesanteur, et supposons le point de suspen- 
sion du pendule situé a l’origine des coordonnées. Le probleme des 
oscillations du pendule revient & celui du mouvement d’un point 
pesant sur une sphere dont le rayon est égal a la longueur du pendule. 


SECTION III. -— MOUVEMENT D’UN POINT MATERIEL. 105 


Désignons par / Vinclinaison du pendule sur la verticale, et par 9 
langle formé par un plan vertical passant par le pendule avec un autre 
plan vertical fixe mené par le point de suspension; désignons aussi 
par 7 la longneur constante du pendule. 

x, y, z étant les coordonnées du point pesant, on a 


f==Psiny cose, yaarsind sind, “2=srcosv; 


et expression de la force vive est 


2 
; do\? fdy\? 
2T=—r|sin?y | — — 
| u(r) ea | 
la masse du point pesant étant prise pour unité; enfin.on a pour la 
fonction de forces, en désignant par g l’accélération due a la pesanteur, 
U=gz=grcosv. 


De Vexpression de T on déduit, en désignant par 9’, v’ les dérivées 
de o, ¥, 


Pen sls 5: Peat 
dg! “a i YP ? dv’ ara Se , 

et, par suite, 
vee I dT oe ea 
er sie) de! ie © sr? au! 


L’équation des forces vives T —U =A devient 


an ae Tel weds eS cae 
seals "pe? TL ae whe at 


/ 


en y faisant 


dT dv at os ¥ 
ie dy — dy’ 


on obtient ’équation aux différences partielles 


POW ee 1 (dV peer ee oe 
rsin'y \do} “1 \db) — acca 


Comme ¢ n’entre pas explicitement dans cette Equation, posons 


CVS 


gee? 
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D étant une constante arbitraire, et nous aurons 


D 2 
resin?) 


(ft Ves 2h + 2grcosl — 


r\du 


Il en résulte 


dv = V ar(h + grcosy) sin? = D? 
ay = sinb 4 


2 


et, par suite, on a la solution complete 


2(f + or cosw) sin2d Sea): 
V=De+ [2A sarees) in?) — I aus 
; sinw 


Alors les deux équations intégrales du mouvement du pendule sont 


dV dv 


aD ts tai 


E, t étant des constantes arbitraires, et elles peuvent s’écrire 


a Ddd 
OR ees Br a = ares SS 
Lag Var (h-+ grcosw) sintb — D? 
ee . c r sind du 

a aE + grcost) sin?y — D? 


On pouvait encore arriver a ces deux équations en appliquant l’équa- 
tion des forces vives 


wal ase do\? DONE Se 
=| sin v (32) + (3) IE rcosy +h, 
et l’équation des aires qui a lieu autour de l’axe des z, parce que la 


fonction de forces ne change pas par la rotation du systeme de coor- 
données autour de l’axe des 2 (Section |, n° 12), 


ey 


r? sin?) — 
” dt 


En résolvant ces deux équations par rapport a do et dé, puis intégrant, 
on retrouve les deux équations qui donnent ¢ et @. 
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10. Nous allons chercher & exprimer 9 et 4 ou z en fonction de ¢ 
au moyen des fonctions elliptiques. Si nous remplacons la variable ¢ 
par z dans l’expression de ¢ +7, nous avons 


r = ihe 
os ee : =e 


V2g V/ (7-2) (s+ 2) -2. 
@ g 2S 


En égalant 4 zéro la quantité soumise au radical, nous avons ’équation 
du troisieme degré 


al h ea 
(a) Dae 


si l’on substitue la valeur initiale s, de s dans le premier membre de 
cette équation, le résultat est positif, puisque l’expression de ¢ + 7 doit 
étre réelle; on en conclut facilement que cette équation a trois racines 
réelles : une comprise entre ret z,, la deuxieme entre z, et — 7, et la 
troisieme plus petite que —r. Désignons ces racines respectivement 
par a, b, —c; la valeur de z variera entre a et 5, et |’expression de 
é-+7 deviendra 


een a eo es dz fe 
Sarees are 


en prenant pour limite inférieure la plus grande valeur de z. 
z étant compris entre a et 5, on peut poser 


Z=acos?a+ bsin’c; 
si de plus on fait 


pee ‘libre 2 9/8 sea 
Vi— hk? sin? Ea 


L7are) 


ona 
amu —@ 


et 
a— Z=(a— b)sin’co =(a— b) sin?amu, 


z—b=(a— 6) cos’amu; 


enfin, si lon prend pour & 
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¢+2=(e+a) (1—’sintamu) =(c+ a) Mamu. 


Comme d’ailleurs on a 


dsinamu — cosamu Aamu'du, 
il en résulte 


si nous désignons par T le temps qui s’écoule quand =z varie dea a 8, 
nous en déduisons 
T ay aaa mene eS K, - 
/ 
V2g(a-+c) 


et, en divisant ces deux égalités entre elles, 


On a ces deux formules 


Z-=acos?amu + 6 sin?am u, 


: K 
2 = acos'am 7 (¢+7)+ bsin?am 7 (t+); 


done z, considéré comme fonction de uw, a pour période 2K, et, consi- 
déré comme fonction de @, ila pour période 2T; de plus, z prend la 
méme valeur pour <= —t—j et t= —+«+ 7, quel que soit 7, et la 
quantité — 7 indique le temps du passage du pendule au point le plus 
bas. 

Donec la montée et la descente du pendule s’effectuent d’une maniére 
périodique; Voscillation entiere a lieu dans une période de temps 
égale 4 2T, et le mouvement du pendule se fait de la méme maniere 
en montée et en descente, c’est-a-dire qu'il prend des vitesses, suivant 
la verticale, égales et contraires 2 la méme hauteur. | 

Dans le cas ot le pendule oscille dans un plan vertical, on a D = 0; 
les trois racines de |’équation (a) sont 


et les formules précédentes restent encore applicables. 
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11. Déterminons ensuite l’angle 9. Partons de l’équation des aires 


do 
oN ae 
tr ) at 
comme nous avons 

r—z2—[r—a+(a— b)sin’amu] [r+ a—(a—}b) sin?ramu), 
or 


dt= 7 du= ——— du, 
A V2g(a+ c) 


il en résulte 
2rD du 


— V2g(a +c) [r—a-+(a— 6) sin’amu] [r+ a — (a — 6) sin?amu] 


Décomposons la fonction du second membre en deux fractions simples 


et intégrons; nous aurons 


° D I ‘ du ie! du 

i ~ aglate) | "+a a—b ,, Ppa a—b., 

8 og Sivamu I+, sin’am 
7c 


re) 


En adoptant la notation de Jacobi ( Fundamenia nova theorie functio- 


num ellipticarum, § 51), posons 


9 


“7? siname cosamae Aamesintamu du 
MC oc == 


ae 1— /? sinramae sin?am u 


et cherchons a exprimer l’angle g au moyen de ce genre de fonctions. 
Occupons-nous d’abord de la premiere intégrale qui se trouve dans 


expression de 9, et posons 


G5 ’ 
= =? Sinvame, 
[Pot Ut 
il en résultera 
ts GAC 
(a) sin?am a == ——— 
r-- a 
et 
vu du me “ Ie’ sint?ame sintamu i 
aie as ——————— == du 
aes ee /?simame sintamu 


Ga 
I— —— Sin’vamu 
iP 42 

sinama 
( a) 


cosama.Aama 
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Nous pouvons prendre, d’apreés la formule («), en faisant?=¥— 1, 


, ae sf Cee r+ b 
sina == —» cosama—=—i14/— 5 Wanye s= ——=4 
Pa a para! r=3@ 


et, par suite, 


sia, 20 2 i(r-+a) \ cee ms 
cosamaAama . (r+a)(r+b)(e—r)’ 


ora, 6b, —c étant les racines de l’équation (a), ona 


h —)? 

(6) (= #) (2+ 2) — 5 = (a —a)(2— 0) (2 +4) 
te) o 

et, en faisant s = —r dans cette identité, on obtient 


2 


=(a+r) (r+ b)(—r-+e). 


2g 
Il en résulte 
ina ; g(a + ¢ 

oo RUB 0 ty kine 2 ath 
cosama Aama D 

et 

i du , Vae (a+ ¢) 
[ ian ae at =u+i(r+a)- =D II (uw, a). 
I— —— sin?amu 
eo rta 


Calculons de méme la seconde intégrale renfermée dans |’expression 
de g. Posons 


a—b 
— —— =f? sin?am 
pS B, 
il en résultera 
: Ag ae r-+e P= 
sinam$6=1 =» cosams = = 4/ — 
B Vase 6) Vay Aam 6 aa? 


et expression de la seconde intégrale se déduisant de celle de la pre- 
miere par le changement de r en — r, ona 


2 du ; aes wesc 
a sire PREF a1, 8), 
I-- ——— sin?am 
r—@a 
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En portant ces deux intégrales dans l’expression qui donne 9, on 
obtient 


z 2Dr F 
SaaS a’) 35 (a +c) Pees aris aie: Ay 
——s 23 a) 


Les quantités « et 6 sont imaginaires, parce que vosama@ et sinamf 
sont imaginaires et renferment le facteur ¢ = ¥—1; mais, si l’on fait 
62S eK 6 SS'ins 

il est aisé de voir que < et 7 seront réels, et nous aurons 


9—E= — ae eis ut i[W(u, i¢-+K) — II (u, in)}. 
(r?—a )¥2g (a+) 


Posons avec Jacobi 
& 


7 


via 


do ane 


eat ee EP peers 
* Vi—(i— Fe) sin’ a q 


la fonction jacobienne 022 | a pour valeur (Fundamenta, § 63) 


2K x 


(=) =1— 2q cos2x + 2q'cos4a — 2q°cos6x -+ 2q'*cos8x—..., 
d . 


et comme on a (Fundamenta, § 52) 


ssalogOyal = 3 © (u — a) 
Didraleiier gr ee tr ee 
si l’on pose 
| on oDr dlog@(ie+K)  dlog® (in) 
ee ASE een ae ‘ 
(c) (P?— @)/2g(a+ ec) dé dn 
Cc 
g O(u— te —K)O(u-+ in) 
oe log i - ea) 
2 © (uw + ie¢+ K) O(u— in) 
on obtiendra 
g-EaLe(t+cj+9. 


La fonction ® ne change pas quand on augmente u de 2K ou ¢de a. 
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Done l’angle g se compose d'une partie qui croit proportionnellement 
au temps, et d’une seconde partie qui est périodique et qui a pour 
période aT. 

Remarquons encore que ® change de signe seulement, si l’on y rem- 
place u par — u;, donc aussi ® prend deux valeurs égales et de signe 
eoniraire pour 2-+-+=7 elt ==1.— 7. 

D’aprés cela, imaginons un plan vertical passant par l’axe des z, et 
tournant autour de cet axe uniformément et avec une vitesse angulaire 


gale a US: de pl lan vertical ait passé par | 
égale a =~; supposons de plus que ce plan vertical ait passe par le pen- 


dule & un instant ou sa masse était le plus bas. Alors le pendule oscil- 
lera symétriquement de part et d’autre’de ce plan et reprendra exac- 
tement le méme mouvement au bout d’un temps égal a 2T; sa masse 
traversera ce plan mobile aux points le plus haut et le plus bas 4 un 
intervalle de temps égala T. * 


12. Examinons maintenant le cas ou les oscillations du pendule sont 
tres-petites. La durée du passage du point le plus haut au point le plus 


bas est 
Tee he 
V29(a+c) 
Faisons 
C= Tf COSfs) 0 == TCS fi, 


et supposons trés-petits fet /,, qui sont la plus petite et la plus grande 


valeur de langle /. En négligeant les quantités du quatrieme ordre, 
on a 


a,b, — ¢ étant les racines de |’équation (a), on en conclut 
(a) ab — ac — be=— r’, 


et l'on en déduit c =r en négligeant les quantités tres-petites du qua- 
trieme ordre; si l’on négligeait seulement celles du sixieme ordre, on 


aurait 
O26 (+: Fp : 


Gi 
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On a done 
a—b (—f? 
ie — he vi 
a+4-C 4 


a 

2 2 2 
H(i (14S sire) do = F(14 7), 
oO 2 2. \ 4 . 


et l’on en conclut pour la durée des petites oscillations du pendule 
2T = ny/* (14554). 
g 16 


Calculons ensuite la valeur de z. Nous avons ( Fundamentia, § 41), 


Nee Lp: ip Sof 
6()’costam 2Ke_ »  g( Go0s2% 2g cosh 
T T i—qg 1-4 ¢@' sora iF 
en posant 
coo q’ q 

A=6 - 
fer Perea?) Wlucenghy: | 
liye | Z t ce | i ie | 
SG Se ee al ree ge 


par suite la valeur z du n° 10 devient 


| ¢ cos | u 29g? cos —— u i 
T Z K i 
z = ere aB == bA+ 8(a b) aha g: We ey Oe ° 


Si a — 6 est tres-petit, & le sera aussi, ainsi que g, et cette série sera 
trés-convergente; simplifions cette formule, en supposant que les quan- 
tités tres-petites du quatrieme ordre sont négligeables. Nous ferons 


2 4 


ari She A ie 3h?) 
A= F(t 5y)> Ba (14+ 8 ) 


(+4); Haye [BASS 
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et nous aurons 


pan 2 Dit dah 2 = 
a. aye baby rh a8 e082 4/8 (t+ 2). 
4 


4. 
Comme sz peut étre remplacé par r(1 — “), on en déduit aussi 
- BPE ee | eae Me /g 
y= = ga eye cosa hice t) 
ou 
(a) Ya froos 4/8 (e+ 2) + ftsiny/E (e+ Zhe 


13. L’angle dont tourne le plan vertical du pendule quand il passe 
du point le plus bas au point le plus haut est égal & LK. Il est tres-aisé 
de simplifier les deux premiers termes de l’expression (c) de L, en 
négligeant les quantités du quatrieme ordre; mais, comme le troisieme 
terme présente de l’embarras, nous procéderons autrement pour cal- 
culer cet angle. 

D’apres le n° 11, nous avons 


di p= ee Seedy a = pare : 

V2g(a+c) V2g(a+e) J1—Fsintc 
Ddt Ddt 

r— gz? r?(1— cos?) ’ 


do = 


il en résultera 
2D I do 


eS Se SSS) 
ry2g(a +e) 1— cose) Vi — #sin?o 


expression qu’on peut décomposer ainsi en deux parties 


“ . d¢ 
gy fee Aaa SORE iasen lg se g 

2 : dco 
Pr V2g(a+c) I aS cosw ene Fare 


do = 


| 
i 


a=rcosfet b=recos/f, étant racines de l’équation 


(r? — 2) (2 +2) — eee 


= : 
§ 2§ 


Or 
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nous avons 
Digi 16. h 
— = resin f (reos f = eg 
26) & 
2 


D ; st 
oe rsin? f; (reos f ++ = : 


5 


éliminons / entre ces deux équations, nous obtenons 


uk (sin? f, — sin? f') = r*sin? fsin’ f, (cos f— cos fi) ; 


oy 
nous en déduisons 


Deen Ee DAs (ae 


2g cosf + COsfine ° 12 


DEA Sh eet 


On a, d’autre part, 


et, par suite, 


ry2g(a-+c) 2: 

Examinons successivement le premier et le second terme de dg que 
uae: , . 0 ° 

nous aurons A intégrer par rapport & o de o 4 =: puisque ¢ prend les 


T ye , , 
valeurs o, = pour la position la plus basse et la plus élevée de la masse 


du pendule. 
On a pour le premier terme de dg, en négligeant le quatrieme ordre, 
ff | . 
nN do. 


Le second terme de dg est beaucoup plus longa calculer, parce que 
i — cosy qui y entre en diviseur est lui-méme une quantité tres-petite 
du second ordre. On a 


i— cosl =1— cos f cos? o — cos fi sin?¢ = p+ qcos2a, 
15: 
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en posant 
cosf + cosf, cos f, — cosf 
par abate eee ta sf 
Il en résulte 
jy? 
: 


t 

Hes Ss == OOS DS 
do a: "4 ae, 

1— cos Vi—ksinto | p-+ qcos20 


Pn ore ¥ ie, =) I 
Ges -( 4 4q/p+qcos2e 
Or ona 
[ cae __*__. arc tang ee eee 
Shy ms qcos2o Vp = q' Vp? — @ 


il en résulte, en désignant par E une constante arbitraire, 


eae es | 


nije (oh Bg 


ia! 
On fera 


arc tang = ark 
Pp “= ¢’ 


pa a ee 
4 78 
ec eae a 
Posts ce sata anes a7 oes 
its he ie Le ‘ 
ibe whadu 8 


I] faut calculer p? — g? jusqu’au sixieme ordre, ce qui donne 


p?— gq =1-—cosf-- cosf, + cosfcosf, 
= (1— cosf) (1— cos fi) = LE, ra), 
ian fi), 


VP —@ ~ Sf ata 24 


= (1+ ffi. 


I 


24 
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En substituant ces quantités dans l’expression de 9 — E, on obtient 
facilement 


g— B=aretang (4 lange) + SI g Zl he Poe 


pe, sing cosa 
if \cos ghey; sin’o 


dans le second membre Ke cette formule, et nous ob- 


: T 
Faisons ¢ = — 
D3} 


tiendrons 


-- See LUES® 


(1 fh 


pour l’angle dont tourne le plan vertical du pendule dans le temps 
qu'il va du point le plus bas au point le plus haut. 


14. Si l’on néglige les quantités tres-petites du second ordre, ona 


a g 
tera \/tu= = C= 
Ss 


et la formule («) devient 
(6) iY? = f? cos?a + ft sin’c. 


D’autre part, én négligeant les quantités du second ordre et faisant 
E = 0, ona 


© = arc tang (2 lang o) ’ 
i / 
(7) tango = Z lang. 
ji 
Eliminons ¢ entre (() et (y), nous aurons 


2 — ees fe ee 
fisin'g + fi cos?g’ 


ry peut étre considéré comme le rayon de la projection de la trajec- 
toire sur un plan horizontal, et l’on en conclut que cette projection est 
une ellipse. 

Lorsque le pendule ne fait qu’une révolution autour de la verticale, 
on peut considérer la courbe décrite par l’extrémité du pendule comme 
une ellipse; mais, si l’on considere un certain nombre de révolutions 
du plan vertical du pendule, il faudra avoir égard a ce que l’angle 9, 
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mesuré entre le point le plus bas et le point le plus haut suivant, n’est 


T Sane 3 ; 

pas —, mais — (: + fh. On pourra donc se représenter Je mouve- 
2 2 8 

ment en imaginant que, tandis que l’extrémité du pendule décrit une 

ellipse, cette courbe tourne dans le méme sens avec une vitesse angu- 


laire égale a 
Us Ae aa B, 
daar 6 8 r 


15. Ainsi l’angle 9,, dont tourne le plan vertical du pendule en 
allant du point le plus bas au point le plus haut, est plus grand qu’un 
angle droit quand les oscillations sont tres-petites. Nous allons démon- 
trer que la méme propriété a lieu, quelle que soit la grandeur des oscil- 
lations, ainsi que l’a remarqué M. Puiseux. 

Ona 


la plus grande valeur de z étant a, ‘on a 


es 


Dr se ds ; 
~ yag(at+e)J, (r?—2t)¥(a—s) (2 —6) 
De l’équation (4) on déduit 


— =(a+r)(r+b)(c—r), 


= (r—a)(r—6)(r+ ce); 


multiplions ces deux formules et extrayons la racine carrée, nous 


aurons 
Ly = V(r? — a’) (r? — b?) (e as r?), 


2s 


ct comme on a, d’apres (d), 
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il en résulte 
I (r? poe a) { r? — bt 


—— ’ 
2g a+b 
el, par suite, 
D f(r — &) (r? —6") 
EPS OE as A ELIS OBI 
On a ensuite 
dz i (r= a) (Z—D) 
:, i —————— = I a es eg Y tang oes haa on 
J (r’— 2) V(a—2z)(s—b)  _r/(r—a)(r —6) ir — b) (a—Z) 
I (r+a)(z2—b) 
+ = -— are lang ene REE G 
ry(r+a)(r+6) mA AN ae 
par conséquent, 
fr dz PFs: I : : 
5, (7? — 27) ¥(a— 2)(z— 5) , at y(r—a)(r—6j ° y(r+a)(r+5) j 
on a done 
aoe y(r +a) (r+) +V(7— a) pcm e4 § 
2 Vr?+2ab+a 


Il est aisé de voir que le second facteur est plus grand que l’unité; 


rE 
done g, est plus grand que —. 
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SECTION IV. 


SUR LE MOUVEMENT DE ROTATION D’UN CORPS SOLIDE. 


1. Sil’on ad étudier le mouvement de corps de petites dimensions, 
on peut souvent, en les supposant réduits & des points, obtenir avec 
une grande approximation leur mouvement de translation. Mais tous 
les corps de la Nature ayant une certaine étendue, il est clair qu’on ne 
peut traiter rigoureusement de leur mouvement qu’en ayant égard a 
leurs dimensions; c’est done un des problemes les plus simples de la 
Dynamique que la recherche du mouvement, autour d’un point fixe, 
d’un corps solide sollicité par des forces données; et pour examiner 
d’abord le cas Je plus facile de ce probleme, nous commencerons par 
supposer que le corps ne soit sollicité par aucune force extérieure. 


SUR LE MOUVEMENT AUTOUR D’UN POINT FIXE DUN CORPS QUI N’EST SOLLICITE 
PAR AUCUNE FORCE EXTERIEURE. 


2. Soient OX, OY, OZ trois axes de coordonnées rectangulaires et 
immobiles, passant par un point fixe O autour duquel le corps solide 
peut seulement tourner; puis, imaginons un second systeme de coor- 
données rectangulaires qui ait la méme origine et formé par les axes 
principaux d’inertie du corps relatifs a ce point. Désignons par A, B, C 
les moments d’inertie du corps par rapport a ces trois axes et par a, 
y, les coordonnées d’un élément dm de ce corps relatives aux mémes 
axes; nous aurons 


A=f(y7+2)dm, B=f(2+27\)dm, C= f(a’?+y*)-dm, 
Jj ysdm=o, f2srdm=o, {ry dit=eo, 


les intégrales s’étendant a toute la masse du corps. 
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On passe du premier systeme de cordonnées au second par les for- 


mules 
X=ax+by +cz, 


Y=d2e+0y+c'z, 

ZL=a’a+ b’y+c’z, 
a, 6, c étant les cosinus des angles de l’axe des X avec ceux des 2, y, 
z, etc. Désignons : 1° par t l’angle compris entre |’axe des X et la trace 


Fig. 3. 


OA du plan des x, y sur celui des X, Y; 2° par ¢ l’angle de cette 
trace avec l’axe des x; 3° par @ l’inclinaison du plan des x, y sur celui 
des X, Y. Nous supposons les deux systemes de coordonnées superpo- 
sables et nous concevons que l’angle 6 formé de OZ et Oz varie de zéro 
az, tandis que } et 9 sont regardés comme variant de zéro 4 27x. Enfin 
Pangle » est complé de OX vers OY et l’angle ¢ dans le sens de Ox 
vers Oy. 
Nous aurons alors les formules connues 


a = —cos@siny sing + cosy cose, 

6 = —cos@sinUcos o — cosy sing, 

= sind sind; 

a’ = cos@cosv sing + sin cosg, 

b' = cos@cos)coso — sin sing, 

¢ == sintveos 

a’ =sin@sing, b”=sin@cos9, ¢*= cost. 


Posons 
edb+ c'db'+ c’db"=p dt, 
adce+a'de' + a’ de’ = q dt, 
b da + b' da’ s- b" dal’ = rdi; 
16 
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il est aisé de reconnaitre que p dt, q dt, rdt sont les rotations instanta- 
nées du corps autour des axes principaux Ox, Oy, Oz. En effet, dési- 
gnons par Ow,, Oy,, Oz, les positions que prennent ces axes apres un 
temps infiniment petit dé; en négligeant les infiniment petits du second 
ordre, ona, pour la rotation qui a lieu pendant ce temps autour de Ox, 


sin(yOy.) = cos (y,0z) = (6 + db) c + (b' + db’) e' + (b”+ db”) e” 
= edb “Sea = 6 db", 


ce qui prouve bien que pdt est la rotation instantanée autour de Ox: 
le méme raisonnement s’applique a g dt, rdt. D’apres les valeurs de a, 
b, c, ..., les trois équations précédentes se changent en les suivantes: 
pdt—=singsin@d db + cosg dé, 
q dt=cosg sind dl — sing dé, 
rdt=dy+ cos db. 
Des deux premieres on déduit 


(1) sind) =sing. pdt -+-cosg.qdt. 


Désignons par uw, 9, w les projections de la vitesse du point (a, y, 2) 
sur les trois axes principaux, en sorte que l’ona 


ied ; i latent dZ 
LS Gr ea Ore ape 
dX /dY , ae 
Dae; ae ee b dt’ 
‘ab aX bi dY ie . dZ 
wow dt : a dt 


Or de la différentiation des expressions de X, Y, Z il résulte 


dX = «da +ydb + 2de, 
dY = x da' + y db' +- 2 de’, 
dZ = x da" +-y db” +z dc" ; 


et, en substituant dans les expressions précédentes, on obtient 


u—=—Gs—ry, ¥V=—= ra — pZ, W=PyY— qe. 
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3. Maintenant prenons pour plan des X, Y le plan invariable; car, 
dans le probleme actuel, les trois intégrales des aires ont lieu (Sec- 
tion I, n° 13), et projetons l’axe Z du plan invariable, qui est dirigé sui- 
vant l’axe des Z, sur les axes des x, y, 2; si nous désignons alors par 


O,, 1, Y, ce que deviennent les angles 0, 9, ¢, nous aurons, pour ces 
projections, 
lsin§, sing, — f (yw — 2v) dm, 


isin§,cosg,— f (zu —xw) dm, 


lcos0,= f (xv —yu)dm, 


puisque les seconds membres, étant multipliés par dé, représentent 
évidemment les projections des aires décrites, dans cet instant, sur les 
plans mobiles de coordonnées. En remplacant u, ¢, sv par leurs expres- 
sions, ona 
| Jsin®, sing, = Ap, 
(2) lsin9,cos¢,— Bq, 
icos@,= Cr. 


D’apres le principe des forces vives, on a 
S(w+ + w?) dm = 2h, 
en désignant par Aune constante arbitraire, ou 
Apa Bq’ Ura); 


d’ailleurs, en faisant la somme des carrés des équations (2), ona cette 
autre équation entre p, g,7r 


p+ Bg? + Or= Pr. 


Multiplions les deux membres de |’équation (1) par /sin 9, et nous 
aurons 


Isin?6, db, =! Ap? + Bq?) dt, ; 
- Ap?+ Bq? 
CN ?—Pcos'6,  ’ 
+ Apa BY 
(3) dy, = Mpa Bg! 
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4. Différentions l’expression de la force vive 
2oT= Ap?+Bq?+Cr, 


par rapport a¢',, ',, v',, dérivées de 9,, 9,, ¥, par rapport a Z, et nous 
aurons 


Leal vcnmre 

dg, dr dg, ; 

cs dp dq dr 

de > agai aoe a 
= Apcoso,—Bqsing, =o, 

dT _ dp dp dr 

Gg, aE ay + Bq ay Hn Ghany 


= Apsing,sin§, + By cosg,sin@, + Creosé@, = 1. 


Portons les deux premieres expressions (2) dans l’équation du prin- 
cipe des forces vives, et nous aurons 


(4) Cr (5 sin?9, + 5008") (2 — 7?) == o/s. 


Remarquons que Cr est conjugué de 9, et / de y,; on aura donc 
’équation aux différences partielles en V qui donne la solution du 
probleme en faisant dans l’équation précédente 


dy pay. 
He dg,’ wy dy,’ 


et il en résulte 


up TE tov ; dy \? .-(sin'g: cos*g, \./ dV.\2 2 
(aban poner) (BY (ER 88) (Ya 


Faisons 


V=W+ ld, 


W étant indépendant de ¥,, et l’on déduira de la formule précédente 


fee p a : cos’ o, 


Bo, 
-f{/* I oe COs? g, do. + Uhr. 


B 
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On en conclut, pour les deux intégrales finies du mouvement, 


hd hinb eth 
Wis ee ies 


tet g étant deux constantes arbitraires, ou 
do, 
== 9 
/2 p sin? 9, , Cos? gy : _ sin’?g, — C0s’g, 
A B G A B 


sin’g, | Cos’ g, 
i( A : B ) do, 


(5) 
Ae (sine: _Cos?g, \/ ay sin? 9, oe COs?9, 
ee | ) C A B 


En remplacant Cr par /cos@, dans la formule (4), on a 


f 
t == 3 


\ 


TPE SINEO| COS GiN Gy cae »(sin?g | cos’, 
(6) (; - B ) eos i= 2h P( fei ) 


et de la formule (3) on déduit 


2h — us co0s?6, 
(7) dy; = ESD ee 


Au moyen des équations (5), (6), (7) on pourra calculer 9,, 6,, ), en 
fonction de Zz; on aura ensuite p, g, 7 par l'emploi des formules (2). 


5. Le systeme des variables précédentes dépend de la position du 
plan invariable; revenons maintenant au systeme plus général de va- 
riables que nous avons d’abord examiné. Pour cela, concevons une 
sphere dont le centre soit au point fixe, c’est-a-dire a Vorigine des co- 
ordonnées, et considérons le triangle sphérique intercepté sur la sphere 
par le plan fixe des X, Y, par le plan invariable et par le plan des a, y 
qui passe par deux axes principaux d’inertie et que nous appellerons 
l’equateur. L’angle  représente la longitude du noeud de |’équateur 
avec le grand cercle déterminé par le plan des X, Y; désignons par a la 
longitude du nceud du plan invariable avec le méme plan, en sorte que 
~ — a est un cdté du triangle. Les angles 9, et 9 sont ceux que fait 
axe principal A avec l’intersection du plan de l’équateur par le plan 
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invariable et par le plan des x, vy; done 9, — 9 est le cété du triangle 
sphérique situé sur |’équateur. Enfin, en convenant de compter l’angle Y, 
& partir du neud du plan invariable, nous aurons , pour le troisieme 
cété du triangle sphérique. Alors, si nous désignons par y linclinaison 
du plan invariable sur le plan des X, Y, les angles y, 9,, 7 — seront 
respectivement opposés aux trois cdtés 9, — 9, U— &, Y,, et, d’apres 


les formules de la Trigonométrie sphérique, nous aurons 


cos = cosy cos§, — siny sin @, cos, 


siny sin@é ss Sin & 


Au moyen de ces trois équations, on pourra calculer les trois angles 9, 
o. ¥, quand on aura déterminé les valeurs de &,, 9,. Ys. 


6. Le probleme devient beaucoup plus simple dans les deux eas par- 
ticuliers suivants : 
1° Dans le cas ot B est égal & A, la premiere formule (5) devient 


et l'on a les formules suivantes : 


I / i=€E 
o, == (/ (2kA — -) : i+), 
aV' \ 
ieee (¢+ 7), 
coy ee (2hA—P)\C 
CoS’ Gg, ea - 


Le cas ott A est égal a B offre un intérét particulier, parce qu'il se 
présente pour le globe terrestre. Pour que B soit égal & A, il n’est pas 
nécessaire, comme on sait, que le corps soit de révolution autour du 
troisieme axe principal. Or c'est ce qui a lieu pour la Terre, qui est 
loin de pouvoir étre considérée comme un solide de révolution autour 
de la ligne des poles; mais, d’aprés ce que j'ai démontré (Journal de 
Liouville, t. II, 1876), la difference entre les deux axes A et B perpen- 


SECTION IV. — MOUVEMENT DE ROTATION D’UN CORPS SOLIDE. 527 


diculaires 4 la ligne des poles est si petite, que toutes les observations 
astronomiques sont les mémes que si B était égal & A, et que la quan- 


AA ee ere 
tite —,— est plus petite qu’elle ne le serait pour un ellipsoide de 


méme dimension que la Terre, et dont les demi-axes de |’équateur dif- 
féreraient seulement de 2 metres. 
2° Supposant que l’on a C>B > A, remarquons que nous avons les 
deux équations 
P—2Ah =B(B— A)q?+ C(C—A)r’, 
2 — 2Ch = A(A — C) p? + B(B— C)q’, 


et qu il en résulte 
Z?—sAh>o0, P—2Ch<o; 


mais il peut arriver que 2? — 2BA soit nul, et l’on reconnaitra aisé- 
ment que, dans ce cas, les intégrations peuvent encore s’effectuer sans 
l’emploi des fonctions elliptiques. 


Sur l’emplor des fonctions elliptiques dans le probleme précédent. 


7. L’angle 9, peut s’exprimer au moyen de 0, d’apres la formule (6), 
et, si l’on introduit 0, au lieu de g, dans la premiere formule (5), on 
trouve facilement 


C JAB sind, d6, 


(eas eee ee a 
V(2hC — 2)B— &(C — B) sin’, V2(C— A) sind, — (2hC — PA 


Supposons C > B > A; d’apres ce que nous avons vu au numéro pré- 
cédent, la quantité 2hC — 1? est positive, et, afin que lexpression de 
dt soit réelle, il faut que l’on ait 


gee le Banh aireep eA 
S) iss PiC=SR) ? = 
Posons 
(2hC-—-2)B_, (2hC—P)A 


(Cae Shiny” = A 
sin’ @, étant compris entre f et s, on peut poser 


sin?6, = fsin?n +s cosy, 
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en désignant par » une nouvelle variable. On en déduit 


(2hC — 2) B— 2(C —B) sin?0, = 2(C — B) ( f-—s) cos*z, 
b(C — A)sin?6, — (2hC—P) A == 2 (C— A) (f—s) sin®z, 


sin 9, cos6, d6, = (f — s) sinp.cosp dp, 
(f—s)sinucosydy | 


sin6, d0, = —=— 
Vi-—s—(f—s) sin?p 


~ 


On en conclut, pour l’expression de dé, 


Eoin ee CAB ee eel 
"ST G(G= A) (C=2B) Vis af ss sie 
Ona- 
elite) Gta ha) ih GN Saami 
Fae Ajit) un ane! Ce 


done, si l’on pose 


il en résulte 


Nous avons ainsi 
epee VABC dy. 
V(C— B)(2—2Ah) J1— sin? 


En désignant par w une nouvelle variable, posons 


2 [de du. 


Jo Vi-Fsin?p 


u, 


nous aurons wp. = amu et 
VABC 
V(C— B)(@— 2Ah) 


i t= 


u,; 


la constante —z indiquant l’époque pour laquelle wz == 0. Nous avons 
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ensuite 
cos?6, = (1— s) (1— k’ sin?p) = eA Atam u, 
Sig es AT. 
GOS, == 7. V poe reas an Aamu, 


P—oAh 
tenets nee C(C—A) Aamu. 


T . 
Comme cos@, ne peut s’annuler, on peut supposer 6, ie et compris 


, Tv . , tf 
entre zéro et ~; on peut donc prendre le radical précédent avec le 


signe +. 
L’équation (6) du n° 4 peut s’écrire sous cette forme 
B—A PPB =O) * 


ee 2 ae in2 = ar 2 © 
AB 2 sing, sin’?6, = 2h B BC C0874, ; 


et, en remplacant cos’ @,, on trouve 


oe etna in? _ 2hC—?P 2 
a 2 sin’g, sin? 6, = Goa COME: 


On aura, par suite, 


l 2h — lt 
p= x sing sing == Ce cosamu; 


sind, est toujours positif; on prendra donc le signe + ou —, selon 
que, pour uo 0ut= —T, sing, sera positif ou nég gatif. 

On passe de l’expression de p, vitesse de Mata autour de l’axe 
principal Ow, 4 l’expression de g, qui est la vitesse de rotation au- 


tour de Oy, en changeant A en B, B en A et g, en +,, ce qui 


T ° 
change pen p.+ > et cosamu en — sinamu, Ona done 


l : 2hC—P , 
q = p CoS: Sin eMiee= ort BIC —B) sinam uw. 
8. Reste a calculer l’angle Y, donné par la formule (3) du n° 3 


Ap+Bq 


dy = Sop 
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D’apres les valeurs précédentes de p, g, ona 


Atp? + By? = (2Ch— 0) (eee 3 ae) 
a Soh : 3 Leas sin?am u| 
CanK ATC 8) ; 
et l’on a ensuite 


Ap’ Pal Po heres BY? 
A? p?-+ B’g? A A Atp?-- Bg? 


wan Tide Ber Ce sin?am wv 
A ee ced pues a SS) 
A(C—B) > * 
Done, en désignant par g une constante arbitraire, on obtient la for- 
mule» 
apse sey a BC. 2 (BoA C= A) sintamu du 
eo aN ACB) iosa An aes y [ PCBS) a ae 
ve A(C—B}) 


Afin de comparer cette expression & la fonction déja employée (Sec- 
tion III, n° 14) Il (uw, a) ou 


“FesinamacosamaAdamasintamu du _ _dlogO (a) , Ole =) 
=~ —u+4 sy 
1 — /*sin?amasin?amu da *? @(u + a) 


© 0 


posons, en introduisant la quantité «, 


C(B— A) 
==N — 2 sin? ict) 
AC =8) k? sin?am (va), 
il en résultera, en choisissant les signes et faisant 7 =\--1, 


sinam (ia) =i C(i— 28h) 
RANT ane 


cosam (r —_ aoa ASS 
piace an Vere ait 

A: BiG Ay) 

Ag a == aie SL 
am (ta) /% C= By’ 


k?sinam (ia) cosam(ia)Aam(ta)-= es 2) Vic Hrd . 
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Posons 


m= 1y/ BC _. €  cosam (ia) Aam (ia) 
Va C-oB ea oan) Os ae <siwamuek. 


et nous aurons 


ine aa Se: “k? sinam (¢a~) cosam (ia) Aam (¢a)sin?amudu 
jis hea 1 — k? sin?am (ia) sin?amu 


OU 


dlog@ (i cae O(u—ta 
vy, gm Se ead Up zllog ore 


En faisant 


ve — B)(?— NG Se mi dlogO ita) 2 ne 
da 


ABC 


ona 
© (u— ia) 


u=n(t+t), b—g= nut ztlog O(a--ta) 


4 


sae ; K 
9. Sil’on augmente wu de 4Ket, par suite, ¢de -—, les valeurs de p, 
i h 


q, ret, par suite, celles de @,, sing,, cosg, resteront les mémes; donc 
9,, sing,, cos, sont des fonctions périodiques du temps dont la pé- 
riode est 

_ 4K 


a= 
n 


Ensuite, si l’on augmente uw de 2K, la fonction O(u == +a) ne change 
pas; done langle ¢, se compose d’une partie qui croit proportionnel- 
lement au temps ¢ et d’une partie périodique par rapport a ¢ et quiaT 
pour période. 

D’apres cela, imaginons que les axes des X, Y tournent dans leur plan 
autour du point fixe avec une vitesse angulaire égale a nn’ (cette vi- 
tesse étant comptée dans le méme sens que l’angle v, ), alors le mouve- 
ment du corps redeviendra exactement le méme au bout d’un temps 
égal a 2T = = par rapport au systeme d’axes de coordonnées formé 
des deux axes mobiles et de axe du plan invariable. 

17. 
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Si nous posons 
ye i 16 © (u—ia) 
Fa (2 Otaialt 


hous aurons 


Il en résultera aussi 
(u — @(u— ia) 
av eS u+ 1a) 


posons 
O(u+tia)O(u—ita)=—P, 


et nous aurons 


eet poe O(u+ia)+O(u ta) nV — Olea) =O lus tay 


2/P 2iV¥P 


ll est aisé de calculer ces deux expressions. En effet, d’apres les for- 
K’ 


mules de Jacobi (Fundamenta, § 63), nous avons,en faisantg, =e *, 


8) ‘_. —=I— 2q,COS2% + 2q/ coS4x — 2g) cos6xr—. 


(nous mettons un indice a la lettre g, cette lettre g représentant une 


ee ree i a 
quantile précédente ), et, en posant ¢ = 5» nous obtenons 


4[O(u+iaz)+O0(u—ia)] 


ee ee oe 2¢\ Ce h—%e ie “ies 
a1 — gi (te gi eos eb gett git) cos — aoa 
[0 (w+ ia) —0(u—ia)] 
: Qs TU La an 27U 
=q7*(i-g Sie aed jug" ysk cee maar 


Les formules qui précedent suffisent entierement pour déterminer la 
position du corps solide. Cependant Jacobi a donné les formules les 
plus simples qui représentent au moyen des fonctions elliptiques les 
neuf cosinus des angles des axes principaux avec le systeme mobile 
daxes dont il a été parlé ci-dessus (Sur la rotation d’un corps, t. Il de 
ses Mémoires ). 
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De la stabilité du mouvement d’un corps solide autour des axes principaux 
d’inertie. 


10. Il est aisé de démontrer que les axes principaux d’inertie 
peuvent servir constamment d’axes de rotation a un corps solide qui 
n’est sollicité par aucune force extérieure, mais que la stabilité n’a lieu 
qu’autour des axes du plus grand et du plus petit moment d’inertie. 

Supposons, en effet, que l’on ait p= 0, g=0 A un certain instant; 
d’apres les valeurs de p, g exprimées au moyen de amu (n°7), il faut 
que l’on ait 22C — 1? = 0 et, par conséquent, p, g resteront constam- 
ment nuls, c’est-a-dire que, si le corps tourne d’abord autour d’un axe 
principal, il continuera indéfiniment a-tourner autour de cet axe. 

Supposons ensuite, comme précédemment, que B soit l’axe moyen 
entre A et C. Si p et g sont tres-petits a un certain instant, en sorte que 
l’axe instantané de rotation s’écarte tres-peu de l’axe C, alors, d’apres 
les valeurs dep,g, on voit que 2AC — /? est tres-petit; or, d’apres la 
supposition qui a été faite, le module & des fonctions elliptiques est 
réel et plus petit que l’unité, et méme il est tres-petit; il s’ensuit que 
cosamu, Aamu sont compris de zéro 4 1; donc p, g resteront toujours 
tres-petits. . 

C’est au reste ce que l’on voit immédiatement d’apres la formule 


2hC—l=A(C—A) p?+B(C—B) q?, 


dont le premier membre est de méme signe que les deux termes du se- 
cond, en sorte que l’on a toujours . 


41. Bien que les formules qui donnent p, g, 7(n°7) en fonction de 
amu aient été calculées en vue que B soit moyen entre A et C, elles 
sont encore admissibles si l’on prend C pour cet axe moyen; seulement 
les facteurs qui composent p, g ne sont plus tous réels. 

Supposons donc A> CB, et admettons que, & un certain instant, 
p,q soient tres-petits, on en conclura encore que 2AC — P est tres-petit. 
Remarquons ensuite que, l’expression de 2A/ — /? étant positive, la 
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valeur de wen fonction de ¢ doit s’écrire 


a (C—B)(2Ah—??) ., 
thes ABC i(é+). 


Faisons donc 
(C—B) (2Ah—P) 
U== U1, pesky ABC (eset) 5 


1? Ade O, == SD 10, 


nous avons 


mais /? — 2CA peut étre positif ou négatif. 
Supposons /* — 2CA> 0, nous aurons 


jes Ve cosam (ei), ga=5: a isinam(¢2), 


/aneae 
i Aam (v7 i). 


[?- 2Ch étant tres-petit, les quantilés & et g, seront des quantités ima- 
ginaires tres-petites et les fonctions sinam (vz), cos am (gz) se calcule- 


ront aisément par les formules ot A’ =yi— & 


: Tvl vee zs STU. 
i. quS a Wa.818 ae a A SO ia 
sin am (vi) = — : ~ ae . 
Ve 2q1 COS LMawe 2q/ cos ae” 2q° Cos haere 
K K K 
sie TV 2 3 
7 qi COS 35 ne =i Oe cos == 
cosam (¢7) =24/ ’ 
ke Tvl , Arvt 
EG 20, aera 


dans lesquelles on remplacera les sinus et cosinus d’arcs imaginaires 
par des exponentielles. On voit aussi, d’apres ces formules, que 
sin am (gz) et cosam (er) peuvent devenir tres-grands pour une grande 
valeur de ¢ et que, par conséquent, sip, g sont d’abord tres-petits, il ne 
s’ensuit pas qu’ils restent tres-petits. Ainsi l’axe moyen d’inertie n’est 
pas un axe stable de rotation. 
Si 7° — 2CA était négatif, il suffirait de désigner le plus petit axe 
par A et, par suite, le plus grand par B, pour que les mémes for- 
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mules et les mémes conclusions sur la stabilité fussent applicables; car 
on a alors les inégalités 


Aree OB; P— 2Ch=< 0, 
P—2Ah>0, P—2Bh<o. 


SUR LE MOUVEMENT AUTOUR D’UN POINT FIXE D’UN CORPS SOLIDE 
SOLLICITE PAR DES FORCES QUELCONQUES. 


12. Supposons, pour plus de généralité, que, par le point fixe au- 
tour duquel le corps peut tourner, on mene d’une maniere quelconque 
trois axes rectangulaires fixés & ce corps, Ox, Oy, Oz. Adoptant les 
mémes notations qu’au n° 2, posons 


et les expressions de p, g, r deviendront 
p=singsin@.v'+ cosg.0’, 
g ==coso@ sind. ’— sing. @, 
1s == COSO. 4a. 


En désignant par wu, 9, # les composantes de la vitesse par rapport aux 
trois axes, on a, pour l’expression de la force vive, 


2T = f(u? + 0? + w?\ dm, 


Ua GS—0Y, V== Le ps, | W= py ga, 
et, en posant 
A=fl(y7+2)dm, B=f(z2+2*)dm, C=f(zx+y7)dm, 
D= fyzdm, Pf e2 om, Fe- fry am, 
ona 


2T = Ap’ + Bq? + Cr?— 2Dqr — 2Erp -- 2F pq. 


On a ensuite 
Be Ay ingen ih ae 
oll == dp Op ae dq oq —- Wie or 
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ou 
dT dT dT, dT ri ke WA 
Che (a q—- 77?) 09 + te sing cosé + dy cose cosé — PP sind) v' dd 
OV ri Gl. 2, sae dT f dT ; 
Se Oe (3 sing sin@ + ae cos¢ sin@ + ae cos8) ov 


cr cose — 5 sing) a9 
4- ie COSQ - 7 : 
Appliquons l’équation de Lagrange (Section I, n° 23) 
dT 


dq; SO a ee 
dt dg: dq: 


d 


’ 


en prenant 9, 9, Y pour les variables g;, et nous aurons 


aT 
a2 


ae. “aT dT 


dit dp ue dq’ do a 
Gia wer. dT , dT 
a(S sing sin 8 + a goer ae ee an cos6) a 
: dl due 


dT 


a sue, ) 
ape te dea. dike dT ( 
Tp Sih cos 6 +- dg ©°3? cos 9 — 


Mt Na dU. 
Ai dp iq ar 9109) a == 5 


dt d@ 
Ces équations ont été employées par Lagrange dans ses Recherches 


sur la libration de la Lune. 
Examinons la premiere de ces trois équations. Nous pouvons poser 


U= fvdm, 


y étant fonction des coordonnées X, Y, Z de |’élément de masse dm du 
corps solide, et lintégrale s’étendant & toute la masse du corps; or on 


a les formules 
X=ax+ by +3, 


(a) . VY¥>eu + b'y +z, 
L— @ Ebi eZ, 


ou x, y, s restent constants quand ¢ varie; ¢ et U varient done seu- 
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lement avec les cosinus a, b,c, a’, .... Ainsi l’on a 
dU dU ‘ : dU 
TEMES (— cos4 sind cos¢y— cos sing) + Tb (cos@ sin sing —- cos cos¢) 
du 
ae S (cos§ cosv cosg — sinw sing) + ae (-~ cos cos sing — sind cosg) 


sin @ sing. 


+ ay sin co a 
abe 


da’ 


Pour comprendre les dérivées de U et ¢ par rapport aa, b,c, ..., il 
faut se représenter U et » comme des fonctions de X, Y, Z dans les- 
quelles ces coordonnées sont remplacées par les expressions (a), sans 
qu’on ait égard aux relations qui existent entre les neuf cosinus, car 
aulrement ces dérivées n’auraient pas de sens déterminé. 

La formule précédente peut s’écrire plus simplement 


a = bu i’ dU hi dU dU ag , dU 
any gt iBig TAS rate CoegEn 
dy b! Spe D0. Tad? dy 
“fee - + b da’ 7 a’ hi a 5s) dm. 
Or ona 
dy de aX dy dY dv aZ dv dy dy 


uv 


da dX de ~ d¥ dx d@ dx ~ ydb*~ yao ya’ ®’ 


et de méme 
dv dy dy dy 


dy xda "i ada’ Wd a da” 


a =f (#5 dy san o) di. 


13. S’il n’existe pas de fonction de forces, il suffira de remplacer 
dy 


pe me par les composantes, suivant les axes des w et y, de la force 


appliquée au point (a, y, z) (Section I, n° 20), et expression de ee 


il en résulte donc 


sera remplacée par la somme des moments des forces autour de l’axe 
18 
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des s. Désignons par N cette somme, et nous aurons |’équation 


aoe 
dr We dT et —N: 
din & dpe ocaagnle ea 


nous en déduisons par analogie, au moyen d’une permutation des 
lettres p, g, r, les deux autres équations 


gat 

day 4 alt sy sdjated 
dt dq a PN cae 
pat 
dd tal _a 


PM: 


dt dr ie dp 


L et M étant les sommes des moments des forces autour des axes des x 
et des y. 

Bien qu’il puisse étre utile, pour certains problemes particuliers, de 
ne point faire coincider les axes des w, y, s avec les axes principaux 
(inertie, il sera, en général, plus commode d’établir cette coincidence 
afin de simplifier les formules. Alors on aura D = HE =F =o, et l’on 
obtiendra les trois équations données pour la premiere fois par Euler : 


ar : 
dp bse 
Aart (C —B)rq=L, 
dq ak a 
Bae + (AC) pr=M 


14. On peut encore démontrer les équations du numéro précédent 
par la méthode suivante, donnée par Lagrange : 

Désignons par dP, dQ, dR les trois quantités pdt, gdt, rdt, bien 
qu’elles ne soient pas des différenticlles exactes, et par OP, 0Q, OR ce 
que deviennent ces trois quantités quand on y remplace les différen- 
tielles selon d par les variations selon 0. Nous aurons 


adP=cdb+ c'db'+ c'db’, 


oP = ¢db + c'db'+ c’ 0b"; 
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en différentiant la premiere des deux formules selon 0 et la seconde 
selon d, on a 


ddP = cddb + c'ddb'4- ec’ ddb’ + dedb + de’ db' + de" db”, 
doP = cdob + c' dob'+ c’d ob” + dedob + de’ db’ + dc” db’ 
et, par suite, 
odP — doP = dedb + de'db’ + de"db” — dedb — dc! 6b'— de” sb’. 


Or des équations 
ade +. a’de'+ a"dc”= dQ, 
= de Oe = 0 do -=10P, 
ede + e'de'+- c’de"=0 | 


on tire 
dc =adQ — bdP, par suite, dc =adQ — boP, 
(a) dc'= a'dQ — b'dP, » dc'= a' dQ — b' oP, 
de"= a”dQ — b’adP, » dc”= a” 3Q — b’ dP. 


On a, par analogie, 


db =cdP — adR, 
ab cd? = War; 
db"=c"dP — a’dR, 


0b =cdP — adRk, 
00 == OP =a ORs 
6b”= c” oP — a’ OR; 


on en conclut la premiere des trois équations suivantes : 


ade — dP = — dROQ + sRdO, 
$d — d8Q = — dPdR + OPaR, 
ddR — ddR = — dQsP + dQaP, 


les deux autres s’en déduisant par analogie; ces formules montrent 
que, dans les expressions d dP, d0Q, d OR, les signes d et 0 ne peuvent 
étre intervertis. 
On a dailleurs 
dT ddP 


dT ddQ | dT odR 
—& dp dt 


& ge Uaey sar dB 


et, en se servant des trois équations qui précedent, 


FeO OR Me . 
rn | t= a | oe + gaR 720) 
Ad HOO ee aT (dar | ; 
| =e | le -— rok — pak) + Fae + poQ — giv). 


18, 
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Appliquons l’équation (Section I, n° 22 ) 


(7) s(oT + 0U) dt=0; 
nous avons 
f' dT 
dT wot t dp 
iy te a ge Beas OP dt; 


done, en faisant 
6U= U;, oP + U; dQ + U; oR, 


Péquation (y) deviendra 


dV 
Lee dT 
o=fdt| — —P op +(qoR — roQ) 


dt ae 
Hl dT 

dq dT 
" dT 


dr da’ 


— —* aR + (pdQ— qeP) - + U, oP + 0,60 + U; | 


En égalant & zéro les coefficients de OR, OP, 0Q, on a les trois équations 


d at 
‘ dr dT qi. 
dl dp f dq si 


Ap elite NE Malte: Tee Vee! ete we! la) a) at Wet Sal t¢ ve! 


Je n’ai pas voulu appliquer immédiatement a la formule (6) les 
équations de Lagrange, parece que, dP, dQ, dR n’étant pas de véritables 
différentielles, il était bon de reprendre dans ce cas particulier le rai- 
sonnement qui a fourni en général ces équations. 

On a ensuite 


aU dU CANS 


aUin + Gers. dU, ge. edu 
Bigg ee chp OP, gat 8° + Fa Oa + api Ob a ae oe 
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el, par suite, 


n dU AU wa 
OU = a bdR — cdQ) + ay (cok — aoR) + ans (adQ — boP 
aU: .,, F WU ere ; dU, , : 
ame i b’oR — ¢'dQ) + a (c'dP — a’ dR) + ae dQ — b'dP 
dU dU dU 
uy Las us ie ais if I X tes YW e u ras 
dan b” OR — ce” dQ) + 57 (¢ oP — a” oR) 4 de (a”dQ — b’ oP). 


Il en résulte 


Oa CALE de ead Ci aad Ue, 
gece ae ea” ARR ETE oe ee oe 


et, d’apres ce que nous avons vu ala fin du n° 12, U; représente la 
somme des moments des forces par rapport a l’axe des z : nous retrou- 
vons donc bien les équations du n° 13. 


EQUATIONS DU MOUVEMENT D’UN CORPS SOLIDE ENTIEREMENT LIBRE. 


15. Considérons un corps solide absolument libre; désignons par 
a, 8, y les coordonnées de son centre de grayité par rapport a trois 
axes rectangulaires et fixes, et par %, 3, » les composantes de la force 
accélératrice qui agit sur élément dm du corps. Nous savons que les 
trois équations différentielles du mouvement de ce centre sont 


m ale a= eNO I, 


Si on désigne ensuite par X, Y, Z les coordonnées rectangles des 
chaque élément dm, prises par rapport a trois axes paralleles aux pre- 
miers et menés par le centre de gravité, on aura ces trois autres 
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équations 


dt? dt? 


v 


aie ae 


f(x ah - a Spr sabe [(ve = 25 dm. 


Ge ca) n= [(z% —X%) dm. 


Ces trois équations conviennent également au mouvement d’un corps 
solide autour d’un de ces points supposé fixe et placé 4 lorigine des 
coordonnées X, Y, Z. On a, d’autre part, 


X=ax-+ by+ez, 
Ye@2+40 ys ¢2, 


Z=a’a+ b’y +c", 


x,y, = étant des coordonnées rectangulaires par rapport a trois axes 
fixés dans le corps, qui sont done invariables avec ¢; ensuite a, b,c, 
a’, ... ne dépendent que des angles 9, 0, / qui déterminent entiere- 
ment la position du corps (n° 2). Ces trois quantités peuvent étre dé- 
terminées par les trois équations différentielles précédentes, qui sont 
les mémes ‘que si le centre de grayité était fixe. 

Ainsi le mouvement d’un corps libre, par rapport a trois axes rec- 
tangulaires de direction invariable et menés par le centre de gravité, 
est le méme que si ce point était fixe et que toutes les forces qui solli- 
citent les différents points du corps fussent appliquées de la méme 
maniére. Ce mouvement de rotation sera, par conséquent, donné par 
les formules des n° 42 et 13. 


16. Il ne faut pas croire cependant que l’on puisse calculer séparé- 
ment, du moins en général, le mouvement de translation du centre de 
gravité et le mouvement de rotation autour de ce centre. En effet, les 
forces motrices, X, J, 4, appliquées aux différents points du corps, 
dépendent des coordonnées de ces points et, par suite, des trois angles 
0, 9, Y; les trois équations du mouvement de translation dépendent 
done de ces trois angles. D’un autre coté, les mémes forces dépendent 
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des coordonnées &, 4, ¢ des points du corps par rapport aux axes 
fixes; et comme l’on a 


=a ok 4 = Psae Vp CaS Pe; 


on voit que les équations du mouvement de rotation dépendent des 
coordonnées du centre de gravité. Ces deux mouvements sont toutefois 
indépendants l’un de l’autre dans les deux cas particuliers que nous 
allons indiquer. 

Si le corps mobile n’est soumis qu’a l’action de la pesanteur, le mou- 
vement de translation du centre de gravité du corps s’effectuera sur 
une parabole et la résultante de toutes les actions de la pesanteur pas- 
sant parle centre de gravité, le mouvement de rotation ne sera da 
qu’aux impulsions initiales. 

Si le corps est une sphere composée de couches concentriques et 
homogenes dont toutes les parties sont attirées par divers centres en 
raison inverse du carré de la distance, chacune de ces actions et, par 
suite, leur résultante passeront par le centre de gravité. Donc ce centre 
sé mouvra comme un point de méme masse que le corps, et sollicité 
par toutes les forces appliquées A ce corps et transportées parallelement 
a elles-mémes en ce point. Quant au mouvement de rotation, il sera 
indépendant de ces forces et il ne résultera que des circonstances ini- 
tiales. 


SUR LE MOUVEMENT D’UN CORPS PESANT SUSPENDU PAR UN POINT FIXE. 


17. Supposons un corps suspendu par un point fixe autour duquel 
il peut tourner en tout sens. Prenons ce point O pour origine des coor- 
données fixes et l’axe des Z de ces coordonnées suivant la verticale qui 
passe par le point de suspension; puis mettons l’origine des coordon- 
nées mobiles «, y, s au méme point et l’axe des z de ces coordonnées 
suivant la droite OG qui joint le point O au centre de gravité G. Si 
nous désignons par y la distance OG, nous aurons 


fedn=on fydin=—o,..fZdmizamy, 


Z=alaer b’ y+ 0" 2, 
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a", b’, c” étant les cosinus de l’axe des Z avec ceux des x, y, s. Nous 
aurons pour la fonction de forces 


U=fgZdm= + ga’ fadm- gb" fy dm + ge” fzdm = + mgyc”. 


Appliquons les équations du n° 13, en nous rappelant que l’on aven 
général (n° 12) 


ies alias Oe du | on dU dU b! du b” dU 
= Orde db ° db’ de de! de” 
et nous ayons 
dT 
dp, per hit he aE Oi 
dt eae ber "dy Saree 
dT 
(A) Cagiva ihe ¥ 
TEE PW mgya" =o, 
d uh 
dr dT T 


en faisant . 
2T = Ap? + Bq? + Cr’— 2Dqr— 2Erp— 2F pq. 


Nous ne faisons pas D = E = F = 0; car nous restreindrions la géné- 

ralité de la question, en supposant que la droite qui joint le point de 

suspension au centre de gravité est un axe principal d’inertie. 
Multiplions ces trois équations par p, g, 7, et nous aurons en ajoutant 


i dT ” 
paar ato, + rd aia mgy(b"p—a'q)dt=o. 


Or la troisieme des équations («) du n° 14 nous donne 
(a) dc” = -- (b” p—a’"q) dt, 


et il en résulte 


pd ‘ + qd a + rd oa mgyde" =o, 
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ou en intégrant 
dT dT dT eee 
(B) Pant Meg ee ae 


A étant une constante arbitraire. 
Multiplions les trois mémes équations par a’, 6’, c’, nous aurons 


A dT “ dT A dT dT WW Wy 
a io So oee sonar cel r—ce"q) dt 


dT y Mu dT A 4 
Pada p—a r)dt+ — (a q—b" p)dt=o, 


et, a cause des deux équations analogues a (a), 


da” = —(ce"q— 6’r)dt, db” =— (a’"r—c" p) dt, 
nous avons 
np CN pee pope bOON bere 40 Le ane ee 
oie ge cela retae ts Sage. aie pe =O. 


et en intégrant 
Can dT dT 


(C) eee gecne ae 


Z étant une constante arbitraire. 


18. On pourra intégrer complétement les équations du probleme 
dans le cas ott la droite qui passe par le centre de suspension et le 
centre de gravité est un axe principal d’inertie et ot: les deux moments 
d’inertie par rapport aux deux axes des a et des y sont égaux. Alors, 
en effet, on a 

Deak = l= o,. A= B, 


aT — Ap? Aq-= Cr, 
et la troisieme des équations (A) devient 


dr 


C= =]6 Oil Pa 
dt 4 


w étant une constante arbitraire. 
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Si l’on remplace a’, 6’, c’ par leurs valeurs dans les équations (B) 


et (C), on a 
A(p?+ q?) + Cr?—amgycos6= 2h, 


A (psin@ sing + qsin@cos¢) + Cwcosé =. 
Or des expressions de p, g, r(n° 2) on déduit 
dy 


psin@sing + qsin9coso = sin’ A 


pig —= sin, (Fy +(F)> 


et, en substituant les valeurs des premiers membres des deux premieres 
équations dans les deux précédentes, on a les trois équations 


As sino (‘S) + (=) | + Cw? — 2gmycosé=2h, 


Asin?@ ae = C@icOSti— 5 


dg dy 
ae + cos@ — Ae ay 
On tire de la deuxieme 
l— Cwcosé 
Yar eeaeae ee 


et en portant cette valeur dans la premiere 


Asin§@ d9 : 
¥(24 — Co? + 2gmy cosé) Asin?6 — (1 — Cw cos 6)? 


Wij 


puis on aura 
Nee (l— Cw cos8) dd 
sin@ (2h — Cw? + 2gmycos6) Asin?@ — (l— Co cod). 


= [Aw — lcos@ + (C — A) acos?6] dé 
sin ¥(2h — Cw + 2gmycosd) Asin?é — (l— Co cosd)?. 


et le probleme est ainsi ramené & des quadratures. 
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FORMULES POUR LE MOUVEMENT D’UN CORPS PESANT DE REVOLUTION 
ET SUSPENDU PAR UN POINT DE SON AXE. 


49. Nous allons des formules précédentes tirer 0, | et @ en fonction 
de z. Si nous désignons par z la distance du centre de gravité au plan 
horizontal qui passe par le point de suspension, nous aurons 


z= 700s 0, 
Adz 


d= : 
V(2h — Cw?+ 29mz) A(y?— 2?) —(yl— Cwz)? 


Désignons par z, la valeur initiale de z, et posons l’équation en z, 
(a) A (2h — Cow? + 2gmz)(y? — 2?) — (yl— Coz)? = 


si l’on fait z = z, dans le premier membre, il sera positif, parce que dé 
est réel. Si done on fait dans le premier membre de cette équation 
successivement 


on obtient respectivement les signes 
= + — 4 


et on en conclut que les trois racines de |’équation sont réelles : une 
comprise entre y et zo, la seconde entre z, et — y et la troisieme au 
dela de — y. Désignons ces trois racines respectivement par a, b, — ce. 
La valeur de dé étant réelle, z ne pourra varier qu’entre a et 4, et l’ex- 
pression de z + 7 deviendra 


vee Ps — dz | 
a ’ 
2Mme Ja VY(a—2)(2— b\)(e+2) 


en prenant pour limite inférieure la plus grande valeur de z et dési- 
gnant par t une constante arbitraire. On obtient ainsi une formule 
toute semblable a celle que nous avons obtenue pour le pendule simple 
(Section III, n° 10). 


IQ. 
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s étant compris entre a et b, on peut poser 
z= acos’o + bsin’o; 


si de plus on fait 


vila 


a—6 2 do dc : 
bay/2, eet ee aN 
at+e¢ > Vi—Fsin’o J, Vi—Fsin?e 


ona amu = a, et l’on trouve 
hae eS SSN u 
mg\a-+ ¢c}) 
Si l’on désigne par T le temps qui s’écoule quand =z varie depuis a 
jusqu’a 6, on en déduit 


et, en divisant ces deux égalités entre elles, 


- 


K 
u= 7 (t+7). 


Il en résulte done pour z 


K , K 
2 = acos’am (¢+7)+ bsintam 7 (¢+ 7). 


20. Calculons ensuite l’angle y. Nous avons l’équation du n° 18 


Asin? @ a =1— Cwcosé, 
dt 


qui peut s’écrire 
Mage ene 
$ (y Song Y > 4@y74) 


et, d’apres la valeur de dt, 


dy = aa lies - du. 
Via+c)amgA Y°-- 2? 


Comme ona 
2=a—(a— b)sin?c, 
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il en résulte 


ly—Coz _ ly — Coa+ Cw (a— db) sin’c 
Yoe" ~~ (y=a4lobismie)|y + e=(a =o sins] 


et si l’on pose d’apres cela 


ly —Caz * Nsin? Psin?o 
Te + Se ee rete ae 
ye— 2? y—a+(a—bjsinsc y+a—(a—)b)sin’c 
on aura 
( BEE Nip Gp 
MeL oe n— (Ce L\(a 6) p= (Geta 6). 
ya 2(y— a) 2(y +a) 


On aura donc, en désignant par E une constante arbitraire, 


ipa 2) Aes Cee y (Cw —l) (a—b) “  simamudu 
V2mgA (a+ c) (y—a)*V2mgA(a+c) 1+ —* sintamu 
; i@) 
(5) 
| 7 y(Co +l) (a—b) “ sinamudu 
(y+aPVamgA(a+e) ay, 
\ 5 Yaz @ 
Posons 
i) = Ip ; Toes : ate 
=f siama, dou sin?amoa=—= > 
Veet y+ta 


et prenons, en faisant i= /—1, 


F va ay oe ve 
sinamag = 2 COSeIiinia = — 7 2) Nain ee . 
yta Vata ya 
il en résultera, comme au n° 11 de la Section III, 
“  sintamu du I 
= ae -—— II (u, a) 
pe k?sinamacosamaAama 
I— sin?am wu 
e/o 


uf i(y+tayya+e I(w, «). 
(a—b) Vly +a) (y+ 5) (e—y) 


Or a, b, —c étant racines de l’équation (a), ona 


(ce) A(2h—Co?+2mgz) (y?— 2") —(yl— Cwz)?= 2mg(a—2z) (z—b) (z+c)A, 
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et, en faisant s = — y dans cette identité, on obtient 
—yp(l+Co)?=2mgA(a+y)(y+6)(y—e), 

LEC 

Viy +a) (y+ b)(e—y) = see 


hy 
V2mgA 


On trouve ainsi que le troisieme terme de l’expression de | — E se 
réduit a 


UI (u, «). 
Posons ensuite 
a—b : fen ; a+e 
=—f’sin’?amB, d’ou —sin?'amb = ————, 
y—a —y+a 
et prenons 
r : at+e /y ney; j= b 
sinam6 = 1 :-) “cosamtA—N yaa ee— : 
y—a y—a y—a 


il en résultera 


“ simamudu —i(y—ayVya+e 
SS ? 
{ eS eee [a= 0) yy =a) yb) pee) 
oO 


pty eS 


et, en faisant zs = y dans (c), nous obtenons 


Viy— @)(y— 8) (y+e) = 


on trouve donc, pour le deuxieme terme du second membre de (6), 


—II(u, 6). 


Il en résulte 


2y ; 
(d) — E = ——*4——_ Mu + {I (u, «) — Iu, B)}. 
oe i V2mgA(a+ ec) ee) eet 


Si l’on pose, en faisantz=\—1, 


a=ict K, Been, 


= 
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¢ et 7 seront réels. Faisons 


ee 2 m+ [foeOt! ic + K) — Set), 
y(a+c)2mgA din 
meee O(u— ie —K)O(u- in) 
Se 8 O(u+ie+K)O(u—in)’ 


et nous aurons 


vorea* 


7 (¢+7)+ 9. 


Les valeurs obtenues pour s et ~ sont entierement semblables & 
celles des mémes quantités que nous avons trouvées pour le pendule 
simple (Section III, n° 10, 11). 


21. Calculons ensuite l’angle g au moyen de la formule 


dg =wdt — cos6dv. 
Ona 


(s6 = Sa ee 
y 7 7 


d’apres le numéro précédent, on a aussi 


d 2y . ly — Cwa+ Cw(a — b) sino 


= J@ae)agmA [7-44 (a—5)sin’e] [y+ a—(a—b)sinva] “” 


et il en résulte 


2 Cwy —al+l(a—b)sin?c | 
Uu 


COR eae apmmsen tar Sam acs pera] yeaa TA 


Si nous posons 
Coy — al + l(a — 6) sin?c 
[y—a-+(a— )b) sin’o] [y + a— (a— db) sin?a | 
N’sin?o ve Ue 
y—a+(a—b)sin?c ~ y+a—(a—b)sin?c’ 


= Vf of 


il est aisé de voir que M’, N’, P’ se déduisent des valeurs de M, N, P du 
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numéro précédent en permutant / et Cw, ce qui donne 


W’— Coy—la N’— oa) (a—b) foes pee (C+ 1) (a—6) = 
ne 2(y — a) 2(y+a) 
On a done 
cosé dy — eee RS 5 (Cw = yM') du 
y(a+ec,2gmA 


Pe 2y | Nsin’o a ~Psin’c |e 
(a+c)2gmA y—at(a—b)sin'c y+a—(a—b)sinec| ’ 


et, par suite, en désignant par G une constante arbitraire, on trouve 


2, 


g9—G= = [(A—C)o+yM'ju+:[M(u, a) + (uw, B)]. 
Via+c)2gmA 
Faisons 
aes ei ete le 5 bt ean _y M! dlog@(ie+K) stg | : 
‘= vVia+e)2gmA \ Forme | de a dn 


@(u — ie — K) O(u — in) 
O(utie+K)O(uw+ in)’ 


ee 
O' =~ log 


et nous aurons 


/ 


L'K 
D’apres cela, pour nous représenter le mouvement du corps, conce- 
vons d’abord le mouvement donné par les formules 
z=acostamu+ bsinkamu, P~=E+90, 9=G+ 9’; 


le corps reprendra périodiquement le méme mouvement par rapport 
aux axes fixes de coordonnées, et la période de ce mouvement sera 


po 
a. P= 4 Voge K. 
Supposons ensuite que les axes des X, Y tracés dans le plan hori- 


zontal qui passe par le point de suspension tournent dans ce plan avec 


. . , , LK 
une vitesse angulaire constante et égale a ap et que le corps tourne 
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autour de son axe de révolution avec une autre vitesse angulaire con- 


, x Ly’ K 
stante égale a = Liensemble de ces mouvements donnera le mou- 


vement total du corps pesant. 


22. Remarques relatives au cas ow le corps a un mouvement trés-rapide 
de rotation autour de son axe de révolution. -- Supposons que la vitesse 
de rotation » soit tres-grande, et revenons aux formules du n° 18; 
alors, dans |’équation 


A(p? + q’?) + Cw? — 2mgycosé = 2h, 


il n’y aura de trés-grand au premier membre que Cw’; done 2h — Cw’ 
ne sera pas tres-grand; d’autre part, l’équation 


A sin?@ oe + Cwcos@=l 
dt 


montre que / est tres-grand. Donec, pour que le radical 


V(2h — Co! + 2mgy cosé) A sin?§ — (L— Cwcosd)?, 


qui entre dans l’expression de dé soit réel, il faut que (J — Cw cos@)? 
soit tres-petit par rapport aZ et Cw; donc on aura toujours a tres-peu 
pres 
cos§ = in 
la 
et angle @ sera a trés-peu pres constant. 
6 et, par suite, la coordonnée z du centre de gravité variant trés- 
peu, a— b est tres-petit, et la formule (&) du n° 20, qui peut s’écrire 


Y—-E= St Mu a BS 
V(a+c)amgA 


S étant du méme ordre de grandeur que M, montre que ¢ croitra 
a tres-peu pres proportionnellement 4 ¢. Enfin de la formule 
g=wt—fcosédy, 
on tire a tres-peu pres 
l 
== Of — 
9 Uw ° 


20 
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Petites oscillations d’un pendule de révolution. 


23. La formule qui donne la durée des oscillations du pendule, 
c’est-a-dire le temps que met son centre de gravité pour revenir au 
point le plus haut ou au point le plus bas est 


re Gt 
eo Vamex c) : 


Si l’on pose 
G= COs f,, -0==¥ Osta, 


fet/f, seront tres-petits; et, d’apres le calcul du n° 12 de la Section III, 


ona 
eS ; : 
OL Seni ver (+ J 5] : 
mgy 16 


2%. Calculons l’angle dont tourne le plan vertical du pendule dans 
une demi-oscillation, en supposant le pendule tres-allongé, en sorte 
que le moment d’inertie C soit tres-petit en comparaison de A. Nous 
avons a faire un calcul tout semblable & celui du n° 13 de la Section 
citée. 

Nous avons 

= dy _l—Cwcosé 


dt — A(1—cos?6) 


ou 
2 l— Cw cosd do 
~ VyamgA(a+e) 1 C089 Vi hesinte’ 
qe et l+ Co | l—Co Say 
V2mgA(a+c) \!+c¢os@ 1—cosé Vi—k?sin?o 


I 


y cosf et ycosf, sont racines de l’équation en z 
(y2— Cowz)?= A(2h — Co? + 2mgz) (y?— 27); 
nous avons donc 


(1 — Ca cosf )?= (2h — Cw’ + 2mgycosf) Asin? f, 
(1 — Cw cos fi)? = (2h —Co’+ amgy cosf,) Asin’ fi, 
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et, par suite, en éliminant A, 
(1— Cwcosf)?sin?f,— (1—Cw cos f,)?sin?f =2mgAy sin’f sin’f, (cos f— cos fi): 


Cette équation peut s’écrire 


(1 Co + Co LY 'sinf, — (1 Co + Co 


2 


sin 
=2mgAysin?fsin'f, (cosf— cosf,); 
on en conclut facilement que 7 — Cw est une quantité du second ordre, 


et, en négligeant les termes du huitieme ordre et regardant C comme 
du second ordre par rapport a A, on a 


eee —_ aoAlks _sim? f'sin’ fi —= o 2f 2 ch : ah i A 
(4 —Cw)?=2mgA aes oo ee G ror), 


on en conclut 


(Co = ymgazpi(i— E24), 


en négligeant les quantités du sixteme ordre. 
On obtient pour la premiere partie de df, en négligeant ce qui est 
du quatrieme ordre, 


ee Sore do, 
4 2V¥mgyA/ 


a La , x Tv 
et en l’intégrant de zéro a =; 


(e) ie a) rn. 
4VmgyA 
On a ensuite, d’apres le calcul du n° 13 de la Section III, 
nko sae Bei (14 2 fae Bile 
V2mgA (a+c) 2 EONS, 
Nee ee ee eee 
op be OOS ir sintg © fai | 8 24 


20% 
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done Vintégrale du-second terme de dy est 
a ff, 


Ajoutons (e) et (f), et nous aurons 


5(% Spi zig Co ); 
2 


SB " aymeyA 


pour l’angle dont tourne le plan vertical du pendule dans le temps T. 


DU MOUVEMENT D’UN CORPS SOLIDE PESANT QUI S’APPUIE SUR UN PLAN. 


25. Supposons un corps solide convexe qui ne puisse toucher un 
plan qu’en un seul point; ce corps, placé sur le plan, est sollicité par 
_la pesanteur et par la réaction N provenant du plan, et que nous sup- 
posons normale & ce plan, en négligeant le frottement. 

Désignons par C le point de contact du corps avec la surface du plan 
et par G son centre de gravité. Représentons par A, pv, v les angles de 
la réaction N avec trois axes fixes de coordonnées rectangulaires OX, 
OY, OZ, dont le dernier est vertical et mené de bas en haut; enfin, 
soient a, 6, y les coordonnées du centre de gravité : nous aurons, pour 
les équations de ce centre, 


aa 
Map = Neos, 
d?6 
(1) M 72 — Neosp, 
Ciimas 
M A = Neosy — Mg, 


M étant la masse du corps et g l’accélération due a la pesanteur. 
Etablissons ensuite les équations du mouvement de rotation autour 
du point G; la résultante des actions de la pesanteur passe par ce 
point: elle est donc sans influence sur ce mouvement (n° 15). Désignons 
par &, 7, ¢ les coordonnées du point de contact C, par rapport aux axes 
principaux d’inertic GZ, Gy, GE qui passent par G, et par 2’, p’, v’ les 
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angles de N avec ces axes principaux. Nous aurons les trois équations 
suivantes (n° 13) : 


Ne + (C — B)qr=N(ncosv’ — Ccosy'), 

4 dq 5 
(2) BU, + (A—C)rp = N(Ecosi’ —E cosy’), 
2 + (B— A) pq=N(Ecosp'— ncosi’). 


Nous avons ensuite les équations (n° 2) 


pdt= sing sind dl + cosgdé, 
(3) q dt —cosgsinédy — singdd, 
rdit=do-+cosédy. 


Les équations 
cos’ = acosi-+ a’ cosy. + a’ cosy, 


4) cos’ = bcosi-+ b’cosp + b’ cosy, 
cosy’ = ecosA+ ec’ cosp + ce” cosy 


déterminent ’, p’, v’ au moyen des quantités constantes i, vw, v et des 
neuf cosinus a, b,c, ... ou des angles 9, 9, v. 

Soit 
(5) Fite, Ny oe) ==) 


léquation de la surface convexe du mobile rapportée aux trois axes 
q 
principaux G&, Gy, GC; on aura ces trois équations qui se réduisent 


4 deux 


dF 


me eh ted EE St 
(6) cos’ = = -> COS iat OOS Vaan 


Vv & 


va (By (BY (BY 
a (a Ndi} a le 
le signe du radical devant étre pris de maniere que la direction de N 


soit menée vers |’intérieur de la surface. 
L’équation du plan sur lequel repose le corps sera 


avec 


xcosaA+ycosp + zcosy=od, 
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Oo étant une quantité constante et donnée. Cherchons l’équation de ce 
plan par rapport aux axes principaux; nous ayons 


ea=at+ak+bn 4+ cE, 
y= B+ ab+b'yn + eC; 


Z=y+ ave = b’ 7 sis Co 


et l’on en déduit que le point (&, », ¢) situé sur ce plan satisfait a 
l’équation 
(7) Ecosi’ -+ a cosy’ + Ccosy’ + acosa + Bcosu+ ycosy=o. 


Si le corps est terminé par une pointe comme une toupie et que cette 
pointe soit constamment sur le plan donné, le point (2, 1, ) sera tou- 
jours le méme point du corps et &, 4, ¢ seront constants et connus; 
mais Jes équations (6) n’auront plus lieu. 

Nous avons done, en général, seize équations pour déterminer les 
seize quantités N, a, B, y, p, 9g, 7, 9, 8, U, A, pw’, v’, & n, $. Mais dans 
le cas oti le corps repose sur une pointe, €, 7, ¢ ne sont plus des incon- 
nues, et l’on a en moins les équations (5) et (6) qui se réduisent & trois. 


26. Supposons que le plan, sur lequel repose le corps, soit horizon- 
tal, et prenons-le. pour plan des 2, y; nous aurons 


COSA= 0,  (COS%=-0,., COSY =", 
et, par suite, 
COSAS== a7. «COS y' ==10",. COSY =ac". 
D’apres les équations (1) le mouvement horizontal de G est rectiligne 
et uniforme; la troisieme donne 
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et, au lieu de (7), 
(b) yt alist b"n+c’G=0. 


A ces équations on joindra les équations (3) et, dans le cas ot le 
point de contact C varie & la surface du corps, les équations (5) et (6). 

On peut obtenir deux intégrales des équations précédentes, comme 
au n° 17. : 

Multiplions les équations (a) par a’, 6’, c” et ajoutons-les; simpli- 
fions l’équation obtenue et intégrons, nous aurons 


(c) Aa" p+ Bb’q+ Ce’r=—], 


/ étant une constante arbitraire. En second lieu, multiplions ces équa- 
tions par p, g, ret ajoutons; nous aurons 


Apdp+ Bqdq+Crdr 
= (MSGi + g) [E(B — 09) + nletp—a'r)+ 7 (a"g —W plat, 
d*y 


Apdp+ Bqdq + Crdr= (a aa 


\ 


+ s) (Eda” + ndb’ + Cdc"). 
En différentiant (6), on a 
dy + Eda’ + n db" + Cde” = — (a dé + b’ dn +c’ dé); 


or le second membre est nul si €, 7, ¢ sont constants; il l’est aussi si 
le point C est variable sur la surface; car on aura 


dF ye Cites dF 
° dn dc 


dé 
et, par suite, en vertu des équations (6), 


a’ dé + b’da+c’dG=0; 
on a done 
Eda® = n db” + C dc" = — dy, 
et il en résulte 
Ap dp + Bq dq + Crdr+M (2 + s) Geo, 
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son 


27. Mouvement d'un solide de revolution terminé par une pointe gut 
s'appuie sur un plan horizonial. — Ce mouvement est celui de la 
toupie; la pointe (&, 4, ¢) étant sur l’axe principal d’inertie GG, ona 


puis en integrant, ona ° 


d Ap + Bg +cr +m (5 


A étant une constante arbitraire. 


Bh, ts by hs 0; 
et ¢ est constant. L’équation (d) devient, puisque c” = cos@, 
. y=—Ccosé. 
La troisieme équation (@) donne 
T= 


» étant une constante arbitraire. 
Des équations (3) on déduit 


"p+ b"q=sin'o =, 
ap ¢ S at 


SE aeata Ses 8 dv\? d9 
P Se = Sin 9 (ct) = (a) 5] 


et il en résulte pour les deux intégrales (c) et (@), 


! 
@ Asims6 YY Ge cosé= l, 
at 
) in?4 dy ; d8\? mn? Ll ee S — 
(f) | sin (5 — (a +l. sin'9 ( 7 2g€ cosé x. 
A’ étant une constante égale 4 A — Cw?. A ces deux équations il faut 
| 
joindre la troisieme équation (3), 
a do __ pay 
2 dt eee ar 


Ces trois formules permettent d’obtenir z, ¥, 9 en fonction de @ a laide 
de quadratures; on pourrait encore, comme aux n°’ 19, 20 et 21, ex- 
primer 9, ¥, 9 en fonction de ¢ par l'emploi des fonctions elliptiques. 
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De l’équation (e) on déduit 


dh eee Oey, 


et en substituant dans l’équation (/), on obtient 


VAsindVA+MCsin?9 
V(W’ + 2Mgécos9) Asin’?é — (l— Cw cos9)? 


Si » est tres-grand, / le sera aussi, et comme la quantité 
(h’ + 2M gécos6) A sin? 


n’est pas tres-grande, il faut, pour que de soit réel, que l’on ait 4 tres- 
peu pres ¢ 


U . 


Co)’ 


Cos? = 


donc, si l’on a donné 4 la toupie une vitesse tres-grande autour de 
son axe, et que le frottement de sa pointe sur le plan soit négligeable, 
Pinclinaison de l’axe de la toupie sur la verticale variera tres-peu. 


28. Mouvement d’un corps pesant de revolution roulant sur un plan 
horizontal. — On a B -= A, et, comme la réaction normale N rencontre 
laxe de révolution, on a £b” — ya” = 0; donc on a 


dr 
dt —— O07, r= GB, 
» étant constant. 
Exprimons ¥ en fonction de 9; soit 


(4) F(C,p)=0 


Véquation du méridien, ¢ étant la distance de chaque point au plan 
des &, y, et p le rayon du parallele. 

Par le point de contact C et l’axe de réyolution, faisons passer 
un plan qui coupe la surface suivant un méridien et le plan suivant 
une tangente a ce méridien; désignons par wu langle que fait cette 
-tangente avec le plan du parallele qui passe par le point C: nous 


aurons . 
dP dF. 
do ° do” 


21 
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orona@=7—u; ona done 


(7) tang@—= —:—: 


Des deux équations (A) et (¢) on pourra tirer € et p en fonction 
de 6. On reconnait facilement que l’on a 


y= —Ccosé + psing, 


de sorte que y peut aussi étre considéré comme une fonction connue 
dev, 7 (?). 

On obtient, comme dans le probleme de la toupie, les équations (e) 
et (g), et de la formule (d) on déduit la troisieme équation 


A| sino (52) + (=) | ! u| ($) (a) | 2gf(9)| =H, 


en faisant h’= h -- Cw’. 

On pourra, comme dans le probleme précédent, au moyen de ces trois 
“équations, obtenir Z, Y, 9 en fonction de @ par des quadratures; mais 
on ne pourra plus calculer 9, 9, Y en fonction de ¢ au moyen des fonc- 
tions elliptiques. 
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SECTION V. 


SUR LA THEORIE DES MOUVEMENTS RELATIFS, 


1. On peut calculer les mouvements relatifs comme des mouvements 
absolus, en ajoutant aux forces appliquées aux points du systeme des 
forces fictives auxquelles on donne le nom de forces d’entrainement et 
de forces centrifuges composées. Mais, si l’on déduit immédiatement de 
cette maniere les équations différentielles du mouvement, non-seule- 
ment on est obligé a des considérations géométriques assez compli- 
quées, mais on obtient des équations beaucoup plus difficiles a traiter 
que celles qui se déduisent de la méthode suivante. 


MOUVEMENT RELATIF D'UN SYSTEME LIBRE. 


2. Soient Ox, Oy, Oz trois axes de coordonnées rectangulaires mo- 
biles dont on suppose le mouvement donné et auxquels on rapporte le 
mouvement d’un systeme de points libres. Désignons par /, x, s les pro- 
jections sur ces axes de l'accélération d’un point de ce systeme dont la 
masse est m et les coordonnées x, y, z, et soit U la fonction de forces. 
Nous aurons 
_ dU 


n= ==, inn =—=s) Mss — 45 
a dy dz, 


en désignant par x,, y,, 2, les coordonnées de m estimées par rapport 
aux axes Ox, Oy, Oz supposés fixes pendant tout l’instant dé, et il est 


oe : dU dU ; ; ; : 
aisé de voir que l’on a = == -—» mais qu’au contraire /, qui est égal 
dx, dx © 


a1. 
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s d?x,. ? , a Cx é 
a~7a > Dest pas égal & >; nous avons done 

dU 


(1) ml uy mn= +>» ms=-—-: 
dx dy dz 


Soient ensuite O’X, O’Y, O’Z trois axes fixes de coordonnées rectan- 
gulaires,| X, Y, Z et Xo, Yo, Z, les coordonnées de m et de lorigine O 
par rapport & ces axes; on a les formules de transformation de coor- 


données suivantes : 
X= X,+ax + by +c2, 


(2) [i ha Od 
Z=Z,+a’ax+ b’y+c"z, 


a, b, c étant les cosinus des angles de O’X avec Ow, Oy, Oz, ete. 
En différentiant ces équations, on a 


dX dX, da _db de dx dy dz 


Fakacnae tie dale ai ais CAS 
(3) Lge ae ene 

dt dt dt y 

dt dZ, da’ 

WOree dh “eee abeies 


Désignons par u, 9, # et Uy, %, % les composantes de la vitesse 
absolue du point m et de celle du point O par rapport aux axes mobiles, 
nous aurons 


dX aay , aL 
+ a4 


Us= a4 vi => Wt at’ 
dX dy , aL 
(4) ised ar atPatpedt fh oe 
eae ¢ ay ae 
dt dt dt 
et de méme 
Ue= a PS ae 4 wah aaa” ahs: etc 
dt dt dt : 


Substituons les expressions (3) dans les formules (4), et, en posant 
cdb + ¢'db' + c’ db” = pdt, 
ade + a'de' +-a" dc" = qdt, 
bda -+- b'da' + b" da" = rdt, 
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P» 7, r seront les composantes de la vitesse de rotation du systeme 
d’axes Ox, Oy, Oz autour de chacun de ces axes, et nous aurons 


LE: | Ie 
Meet fe a 
dy 
(5) Cre OMe ar Pee pe, 


az. 
VY — WM = +py— qe. 


dt 


Désignons par &, 4, ¢ ces expressions, et posons 


ee ae 

ate oo)? 

SO tg, 

Werf p nn tee 
dz 


ee Prd a: 


me ees dz dy 
puis tirons Arie 
équations (3); en remarquant que l’on a (Section IV, n° 14) 


dz ae ; 
7, de ces trois équations pour les porter dans les 


da e. LE ns oy: Mice As b 
ap Od ap = PO aa, ae FP 
nous obtiendrons 
DK abe : ‘ 
dY dY, ie 
(6) (apa gp Tee ene, 


Désignons par /,, m), $s) les composantes de l’accélération de l’ori- 
gine O par rapport a Ow, Oy, Oz. Les quantités /— 1,,n — no, s — Sy 
relatives au point 7 se composent au moyen de u — u,= & ¢—% =n, 
w— wv, =6, comme u— uw, —%, Ww — Ww, Se COMposent au moyen 
de x, y, z, et l’on a ainsi les équations suivantes, analogues aux for- 


166 DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 


mules (5) 
dé : , 
Ll — sais Folie i i da 
dn 
n—n= aA eeiecu vp) Ga 
dt 
$—S = a + pa— qé. 


En ayant donc égard aux équations (1), nous aurons 


ade dU : 
m2 = Be ml, — m(q¢—rn), 
dn dU . 
(A} na = ie mno— m(r& — ps), 
dc dU 


S 
| 
| 


dg 7 Ss — m(pn— Qe) 5 


a =€—qs+ry, 
/ dy 
{B) fp arp 
dz 


les formules (A) et (B) Rimes a chacun des points donnent les 
équations du mouvement du systeme. 


3. La force vive apparente est 
dy dz\? 
2T =Snl (G)- (tr) si (az) |) 


et, d’apres les équations (B), on a 


aT = 2m(% +170) 
4+-22m[(ry —qz)E+-(p2—rx)n+(qu—py 6] 
+ Lm (ry —qz)'? + (pz— ra) +(qxex—py)*]; 
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ilen résulte que les équations (B) peuvent s’écrire 


dx dT dy dv dz dT 


— 
I 
SS 


dt -digac\ dt = dig) =.dig anes) 
Posons 
E=—im«x—n, my —5,XmMz, 
F=7;2m(|(ry —q2)?+ (pa—rx)+(qx— py)’), 
U+E+F=U, T—U,=H. 


Les quantités /,, ro, 5), Pp, J, 7, qui appartiennent au mouvement d’en- 
trainement, sont, par hypothese, des fonctions connues du temps ¢; 
elles sont donc indépendantes des coordonnées x, y, z, et la premiere 
équation (A) peut s’écrire 


d(mé)- dH 
pia ax 
dpaNdy waz 


D’ailleurs, U, étant indépendant de et, par suite, de &, 


at dis ae 
n,, on peut, dans les équations (7), remplacer T par H. Les équa- 
tions différentielles du mouvement relatif sont done ramenées a la 
forme canonique suivante, donnée par Bour (Journal de M. Liougille, 
t. VIEL, 2° serie)": 


dx dH Oye COAL 
dt -adime. die ide 
(C) dy du d(mn)_ ss dH 
dt ~~ d(mn) dt dy’ 
dz __ dH Cimaes . ou 
dt ~— d(m) di" dz 


MOUVEMENT RELATIF D’'UN SYSTEME ASSUJETTI A DES LIAISONS. 


4. Désignons les variables x, y, 2 par la seule lettre Q affectée de 
différents indices, et les variables correspondantes mé, my, m¢ par la 
lettre P affectée des mémes indices. Alors les équations (C), qui ex- 
priment le mouvement relatif d’un systeme libre, pourront s’écrire 


die dH dP. dit 
(4) TT gd os dt = de 
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i étant susceptible des valeurs 1, 2, ..., 3n, si n est le nombre des 
points matériels. Elles sont renfermées dans la seule équation 


dQ, dQs, dP, : aP,,, mis 
(b) 7 Oy Lie ae ae Oba == ae 600i — 36% a 0Q;, = OH, 


ou les variations dQ, OP sont toutes indépendantes entre elles. 
Si les variables Q,, Q3, ... sont assujetties a 7 équations de condition 


(e) F,(Q,, Os png eles. 5 Oo F.(Q, Q,, wey Ou) 2, 


les équations (a) ne subsisteront plus, mais l’équation (0) aura encore 
lieu (Section I, n° 20), les variables 0Q,, 0Q,, ... satisfaisant aux 
équations qu’on obtient en différentiant les équations (c). 

L’équation (5) peut s’écrire 


10, 1Q., I | 
a(P, - ee ae “ie) “7 (PeOO job. Bardi) 0H 


Posons 3n —r=k; d’apres les équations (c), les variables Q; peuvent 
s’exprimer au moyen de & variables seulement q,, go, ..., gx et, Si 
nous supposons & variables p,, po, ..., px, telles que l’on ait 


(d) pi dogqi +... + proge= Pi dQi +...+ Pan dQun, 


= 


on aura aussi 


dq: | dq d 
3 (p.Gh +... ph | fg (Pt OG: + + peoge) = OH 


et, par suite, les 2 & équations renfermées dans les deux suiyantes : 


(e) dq:_dH dp; _ dif 
ar ape ~ aie emis, 


b) 


ou z est susceptible des valeurs 1, 2, ..., 4. 
De la formule (d) on déduit 


— dQ, AQsn 
Ps= P, dq; pines ale Pon age 
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et en remettant, au lieu des variables P, Q, les quantités qu’elles re- 


présentent, on a 
avs pe ee OY wate 22 
P= ’ m (: ar a) ae Can 


Si lon fait 


ona 
esi ages a 
Gt vieGt q. 
et, par suite, 
dx da!’ 
dq. dq,’ 


orona 


Gz ane dz dé 
= (6) == ° 
dq, dq, dq, aq, 


= dh) Bridtcans. a6 
p= Sim (4 "ag. ° agi)” 


T, = 7mm (2 + 27+ 6) 
(f) = ime? + yl? + 2”) 
+ 2m|(qz—ry)a'+ (rx — pz)y'+ (py —qx)z'|-+F, 


Ainsi l’ona 


et, si l’on pose 


on obtient 
dT, 
(g) SE 
Bour a donné aussi cette équation et les équations (e), mais au moyen 
d’un calcul qu’on peut regarder comme tres-compliqué, surtout si on 
le compare au précédent. 


2.2 
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SUR LE MOUVEMENT DE ROTATION D'UN CORPS SOLIDE PESANT AUTOUR 
D’UN POINT, EN AYANT EGARD A LA ROTATION DE LA TERRE. 


5. Supposons un corps libre de tourner autour d’un de ces points O 
que nous prenons pour origine des coordonnées a, y, 3; prenons l’axe 
des z vertical et dans le sens de la pesanteur, Ox tangent au méridien 
et dirigé vers l’équateur, Oy tangent au parallele et dirigé de l’ouest 
a lest. 

Désignons par w la vitesse de rotation de la Terre et par A la latitude 
du lieu; nous aurons, pour les composantes de cette vitesse, suivant 
les axes précédents : 


P=2O6081, 2 9 = 6 TF Sosa 


Si nous représentons par P, Q, R les composantes de la vitesse angu- 
laire instantanée du corps suivant les trois axes principaux Ow,, Oy,, 
Oz, menés par le point O de suspension, nous avons (Section IV, n° 2) 
= sing sin®.b’+ cosq.6’, 
Q=cosgsiné.l'’—sing.6, 
R= q'+ cosd.v’. 
On obtient done par la formule (/) 


T={2m(a + y’? + 3!) 
+ wsind Im(ay'— yx’) + wcosAtm(yz'— zy') +F, 


_ a)? , ; 

r= = Xml y? + (cosa.z — sind. x)?]. 
Désignons par w,, ¢,, #, les composantes de la vitesse relative suivant 
les trois axes principaux; nous aurons (Section IV, n° 3) 


T= j2m(a2?+ 7? + 2'2) 


= y2m(uy + of +0?) = +( AP? + BQ? + CR), 


A, B, C étant les moments d’inertie principaux du corps. 
Kerivons, pour les formules de transformation de coordonnées du 
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systeme des x, y, 2 dans celles du systeme des x,, V1, 21, 


TSH, + OV Ys;, 
yao Ovi vei, 
Z =a x,+ BP n+ ye, 


nous aurons aussi 
B= aU, + BY + YW, 


y= aly + BY, + yw, 
a= a"u,+"o,+ ym, 


et, par suite, 


Xm(axy'— ya') = (By'— 7B") Zm(wy.— ¢2:) 

+ (yo! — ay’) Um(uz, — wex,) + (26'— Ba’) Xm(vx,— uy,) 
=a" im(wy,— v2) +6" Lm(uz, —wa,) + y” Um(va, — uy,) 
= APa’”+ BQB’+ CRy’. 

On a de méme 
zm (y2' — zy’) = APa + BOB + CRy. 


Dans l’expression de F remplacons les coordonnées a, y, 2 par les 
coordonnées x,, ¥,, %,, et faisons usage des formules 


f A+B—C 
22) = ——— 3 LD ies Came ae M3 eae tee 


nous aurons 


= TA (at sind + «cosa)?+ B(6” sinA + B cosa)? + C(y”sindA + y cosa) |. 


En appliquant la formule (g), ona 


p= ee = CR + Cy’ w sink + Cy cosh, 
0 
dT, s A W B cas . in 
p= Gar = AP coso — BQsing + | «” cosa — BB” sing) wsin 
+ (Aacosg — B6sing) wcosa, 
dy, ” 1 BOB’ CRy” Ag” BB” Cc 1 ind 
Ps = dy’ = APa 1 06 le A 7 te ( a -+- 6 +b Y )o sin 


+ (Aax”-+ BBB" + Cyy”) o cosh. 
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Les neuf cosinus a, 6, 7, ¢, .-. sexpriment au moyen de 9, 0, } 
par les formules qui donnent a, b, c, a’, ... (Section TV, n° 2). En ré- 
solvant les trois équations précédentes par rapport a AP, BQ, CR, ona 


CR = p,— Ca(cos@ sind + sin@ sind cosa), 


2,— pi. cosé . 
Ap =P: PO" sing + p.cos¢ 
sin @ ; 
— Asin§9singw sind +A (cos@sing sind — cose cos) w cos i, 


Ps;— p.cosé 2 . 
——_—_—. COS9 — p, Sing 
sind tee? Y 


Roe. 
— Bsin@cosg@ sind + B (cos@ cose sin + sing cos) w cosa. 
On passe de AP & BQ en changeant A en B eto en 9 + =. 
Exprimons la quantilé 
T=+(AP?-+ BQ?+ CR’) 
en fonction de 9, 9, U, py, Po» Ps et posons 
f= ol o's, 

en partageant T en trois parties des degrés o, 1 et 2 par rapport a @; 


nous aurons 


Tes | sae (ps— prcosd) + p.cose | 


oe SPSS 9 in fas 5 
2B| sing 0? P10 Koes ae aGPv 


sin 
sin @ 


_ L=—prcosa — p,cosacos + ps( cos? ae sind — sin r) ? 


oyives Ite 


Nous avons par suite 
TPE Teel 
Nous avons pour la fonction des forces 
U=gim fdz= gim(a" a, + B"p + 7" Zi) 
“uy 


= ga" Xma,+ gb" imy.+ gy’ dmz., 


g étant Vaccélération de la gravité, due a la seule attraction de la Terre, 
c’est-a-dire en faisant abstraction de |’accélération centrifuge. L’accélé- 
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ration de Vorigine des coordonnées est l’accélération centripete, pro- 
venant de la rotation de la Terre; done, sil’on aan par p le rayon de 
la Terre, on a 


e 


=~ op cosksini, ny 0, Ss = 0 cos?A, 
E= w’p cosa (sinAL ma — cosAzmz); 


on a ensuite 
H=T—F—-U—E=T +oL2US 


Si done on a obtenu une solution approchée du mouvement du corps 
en négligeaut la rotation de la Terre, on pourra ensuite avoir égard a 
cette rotation en observant que U doit étre changé en U— »L + E. 


6. Sur le mouvement d’un corps suspendu par son centre de gra- 
gité. -~ Pour appliquer les formules du numéro précédent a ce cas par- 
ticulier, il n’y a que y faire U = 0; mais il faut remarquer que, dans 
le cas actuel, il n’y a plus aucune raison pour choisir axe des z ver- 
tical, puisque nous n’avons plus a tenir compte de la pesanteur. Pour 
simplifier ’expression de la fonction L, prenons donc l’axe des z pa- 
rallele ala ligne des poles de la Terre et dirigé vers le pdle boréal; 
quant aux axes des x ety, qui sont dans un plan perpendiculaire, 
prenons-les, par exemple, suivant le prolongement du rayon du pa- 
rallele et suivant la tangente au parallele et dans le sens de la rotation 
de la Terre. 

Nous aurons alors 


° O ‘ Gs 
il faudra done faire dans les formules ci-dessus \ = =) et comme on a 
U =o, E=o, ilen résultera 


pee ap, Ha T= ps: 


Les équations différentielles canoniques du probleme sont donc 


dg _ aT’ Epi yp’ 
tei de eae 
AY dpsy 0 V" 
pe oa 
de dt! dp; dt’ 


@), en 


di dps dt » dy 
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T’ ne renferme pas ¥; donc l’angle ¥ n’entre que dans la cinquieme 
équation et l’on passe du cas ol est nul a celui oti il ne lest pas, en 
changeant simplement / en} -+ od. 

Nous avons obtenu aux n°® 4,5 de la Section IV les intégrales du pro- 
bleme lorsque » est nul, én introduisant trois angles auxiliaires 9,, 9,, 
v,; prenons les trois équations qui déterminent ces trois variables, et 
ajoutons-y les équations 


cos 8 = cosy cos@, — siny sin@, cos, 


sin(g.—¢) sing _ sin() +t — a) 
siny ; Tsinigen: sin 6, 


b) 


obtenues en changeant J en ) + wé dans les équations du n° 5 de la 
Section citée, et nous aurons les intégrales du probleme actuel. 


7. Influence de la rotation de la Terre sur le mouvement du pendule 
sumple.— Appliquons les formules du n°5 au pendule simple. En prenant 
axe des z, suivant la longueur du pendule, désignant par Z cette lon- 
gueur et par M la masse qui la termine, et dont les coordonnées sont x, 
y,%, ona 

A= B= MP), 0 = 0) pieso, oie Melcosd: 


E =o’ cosi (Mz sind — Mz cosa) 


==M lwp cosA(sin@ sind sinA—cos9@ cosa). 
L’équation de la force vive 
H=f ou T’+oL—U—E=h, 


ot A est une constante, devient, en négligeant les termes multipliés 
par w’, 


+o (— p.cosd cost — pssind-+ p;cosd cov sin vb) —Mglcos§=h 
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et nous avons les équations différentielles canoniques 


a we a = ey -+- @ (—sindA-+ cosa cot) nan 
oh at i =--wp,cosksind — wp; cosi cold cosy, 
Se - = ni — cosh cosy, 


Si l’on suppose que l’angle 6 dont le pendule s’écarte de la verticale 
reste tres-petit, on sait que, en négligeant o, l’extrémité du pendule 
décrit sensiblement une ellipse horizontale dont le centre est sur la 
verticale du point de supension et qui tourne dans son plan d’une tres- 
petite quantité angulaire que nous avons calculée (Section III, n° 14); 


négligeons d’abord », nous aurons, en désignant par D une constante 
arbitraire, 
dl D A sin? 0 
i ss ols 1B ts fy 97 canes BID as 
dt Asin? D 


Multiplions les trois dernieres équations canoniques par dé et 
remplagons, dans les termes multipliés par w, d¢ par la valeur pré- 
cédente, ces termes deviendront des fonctions périodiques de v qui ne 
feront que changer de signe quand on y remplacera par b + 7 et les 
intégrales de ces termes seront négligeables. Mais, au contraire, le terme 
— sind qui se trouve dans la premiere équation ‘par l’intégration 
sera multiplié par z, et cette équation donne sensiblement 


--@tsinA-= —~—-: 
¥ A sin’@ 

Ainsi, par introduction des termes en , 9 ne change pas et & est 
changé en b + 2 sind. On voit donc que lellipse décrite par l’extré- 
mité du pendule tourne, par l’effet de la rotation de la Terre, avec une 
vitesse angulaire égale a w sind de l’est a l’ouest. 


8. Sur le gyroscope. — Le gyroscope est un solide de révolution qui 
tourne tres-rapidement autour de son axe dont le milieu est fixe et re- 
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présente le centre de gravité et cet axe est assujetti & rester sur un 


plan fixe par rapport a la Terre. 

Soit O le centre du gyroscope que nous prenons pour origine des 
coordonnées; prenons le plan du gyroscope pour plan des x, y et me- 
nons le plan des z, a paralléle a la ligne des poles, enfin menons I’axe 
des y, en sorte que le mouvement de l’axe des x vers l’axe des y s’ef- 
fectue dans le sens de la rotation de la Terre. 

L’axe des z,, dirigé suivant celui du gyroscope, étant dans le plan 
des x, y, on a6 =~; l’angley est égal a l’angle de Il’axe des & avec 
la trace de l’équateur sur le plan des x, y et, sil’on désigne par v l’angle 
z,0x%, onav=— =: 

2 

Désignons par A l’angle de la ligne des pdles avec le plan du gy- 

roscope, nous aurons 


P=OCOSK, “G—0, T= Sind, 


et, bien que ) n’ait plus la méme signification qu'au n° 5, on pourra 
appliquer les formules du commencement de ce numéro, en y faisant 


simplement 0 = <, el Sane 
Nous aurons ainsi 
Pi’ sitte, Or cose. R20" 


et 
heats 


en faisant ; 
T= 37(Av? + Co”), 
wo J=wsind.A (Pa” + QB”) +acosk(APa+ AQB + CRy) 
=wsink.Ad’+ocosd.Co’sind, 


F =—[Asin?A + (A cosh + C sin’) cos?A]. 


Nous aurons donc 
=Cg'+ oCcosising, 


dT, 


psa Fa AU! +A sina. 


a 3 
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Nous en tirons 


Gi c —wcosdsin, 


et, en portant ces valeurs dans l’expression de T, 


2 


oP 
2A 2¢ 


—w(p.cosAsiny + p,sind) + = (A sin?A + Ccos?Asin’), 


2 . 6)? 
T—F=/ 4 ee w (p,cosAsin wv -- pssina) — — A cos*?. cos? 


Ona H=T — F et l’équation 


donc, en appliquant l’équation de la force vive, désignant par @, h 
deux constantes arbitraires et négligeant »*, on ales deux intégrales 


Pi 305 
2 


=2h— = + 2w(p;sinA+ acosdAsiny). 


jon 


P 
A 


En continuant & négliger »’, si nous posons 


A (ai — t) + 2mAsina V/A (2 — 7 ah 
C U 


ps=Vl+ 2mAacosasiny. 


nous aurons 


Posons (Section II, n° 19) 
V=ao+ /f p.db, 


et, en prenant les dérivées de V par rapport aux deux constantes « et A, 
nous aurons les deux intégrales 


ou a et t représentent deux constantes arbitraires. La seconde donne 
23 
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d’abord y et la premitre ensuite ¢. Si l'on remplace Y par — + v et 
. 


wily 


qu’on désigne par e une constante, en posant 


: 


la seconde intégrale peut s’écrire 


edy oer ieee 
Vi-+ 20A cosa cos v a 


e’est la formule du pendule simple qui oscille dans un plan vertical, 
v étant l’écartement de la verticale. Désignons par ¢, la vitesse angu- 
laire initiale qu’on donne au gyroscope et supposons que l’angle v soit 
d’abord nul, d’apres la formule qui donne p,, nous aurons, pour la con- 
Stante a, 

= Gs 
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SECTION VI. 


THEOREMES GENERAUX SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 
DE LA DYNAMIQUE. 


DE LA TRANSFORMATION DE CES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 


{Sidon designe-en general par gz, Gov 2.2.5. 0a,PieiPsn weal 
systeme de an variables conjuguées d’un probleme de Dynamique, par 
tle temps et H une fonction de ces variables, on a 2 équations renfer- 
mées dans les deux suivantes : 


no dq: dH dp; dH 
i dpe at = dg. 
ouz est susceptible des valeurs 1, 2, 3, ...,m. La difficulté de l’inté- 


gration de ces équations dépend entivrement de la forme de la fonc- 
tion H; il est done utile de chercher & transformer un systeme cano- 
nique dans un autre par un changement de variables qui donne 
seulement une nouvelle forme a cette fonction. 

Les équations différentielles (1) sont renfermées dans la seule 


équation ; 
dqy Many _ ap Apa y 
(2) Bim ate Ba gees Peart dt ea, 
ou les variations 0g,, 092, .-.. Op,, Ops, ... sont indépendantes, et 


cette équation a méme encore lieu quand les variables q,, go, .- +. Jn 

du probleme sont assujetties a des équations de condition, en sorte que 

les équations (1) n’ont plus lieu et que les variations 0g,, O92, ..-, OGn 

satisfont & des équations linéaires qu’on obtient en différentiant les 
D3, 
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équations de condition. Nous avons déja mis précédemment !équa- 


tion (2) sous cette forme 


\ I. { d n d 
(3) a(p At. + Py | & (pidgu++ ++ Padqu) = OH, 


et, quoique le passage de la forme (2) a la forme (3) soit extrémement 
simple, cette dernivre m’a permis d’obtenir tres-facilement plusieurs 
théoremes. 


Transformation d’un systéme canonique d’équations différentielles 
dans un pareil systéme. 


2. Supposons un systeme de variables ¢;, p; satisfaisant aux équa- 
tions (1) et remplagons ces 2 équations par la seule équation (3); 
choisissons des variables Q;, P; en méme nombre et satisfaisant a 
’équation 


(4) P,OQ,. +. .+ P,dQ,= pidgi-+. .--+ PrOGns 


il en résultera aussi 


en prenant pour les variations 0g,, dg2, ..-, 0Q,, 9Qs, ... les accrois- 
sements de g,, J, ---, Q,,-Q., ... dans l’instant dt, et nous aurons 
’équation 
Re d dQ, ad 
3 (P, a ee pee — 5 (P\8Q.-+...+ P.dQ,) = 0H, 
entierement semblable a l’équation (3) et ot les lettres p, g sont seule- 
ment remplacées par P, Q; elle équivaut done aux an équations renfer- 
mées dans les deux suivantes : 

dO ia GH «psd; di 


— by] = on 


dt = dP; 


Nous n’avons plus maintenant qu’ examiner comment nous satisfe- 
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rons a l’équation (4); or elle revient aux 27 équations comprises dans 
celles-ci 


q dq; d 
5 — adi J 2 a qn 
(5) Monga Shao. ter Gan 
ete) Ode ae ees 
16) Se ap. k ap, (pal ape 
ouz est susceptible des valeurs r, 2, ..., 7. 


Sides n équations (6) on élimine p,, p2, ..-, Pa, on enconclut que 
le déterminant 
y 4 aq: dq: qn 
= aera sar; 


st-nul, et, d’apres sort u, il en résulte qu’il existe entre 
est-nul, et, d’apres un théoreme connu, il en résulte qu 


les variables g,, go, ---, Jn» qui sont fonctions des variables Q,, P,, 
une relation qui ne renferme pas P,, P,, ..., P,; celte relation peut 
donc s’écrire 

(7) WN iton Daieed cuca dus Q., Ooo er On =, 


i désignant une fonction arbitraire. En différentiant cette équation 
successivement par rapport 4 Q, et a P;, ona 


Se 


(8) ~ dQ: dq. dQ; © dq, dQ" dqn dQ, 
| ee dy dq. | = db dn 
\ ~ dq, dP; | dq, dP; °° dq, dP; 


En comparant les n équations renfermées dans cette derniére avec les 
n équations (6), ona 


a ay, 
(9) dq: =) U.P, dq, as U: Pr Cadi e) ddn Pro 


p. élant une fonction indéterminée et, en comparant (5) avec (8), 
ona 


_idy 
p dQ 
ou les n équations 
Dees Siete epee. 
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Des équations (7) et(g) on peut tirer p, Q,, Qo,..-, Qn, puis des 


equations 1G). liver Py) Pea. ea 
Remarquons le cas particulier ot l’on prend pour les variables g, des 
fonctions seulement de Q,, Q., ..., Q,; alors les n équations (6) sont 


satisfaites d’elles-mémes et les variables P; sont immédiatement déter- 
minées par les équations (5). 

La résolution des équations (1) peut, comme on sait, étre remplacée 
par celle d’une équation aux differences partielles (Section II, n° 7); 
Heetant We fonction de .g,..cgs" 6c. Ges Pistia > Pn 


H(p., P2> +9 Pro qi qr» aba x) 8 


faisons-y - 4 
Qa a 


Pr ca: dq.’ P» or dq.’ 


il suffira de trouver une solution complete de l’équation aux différences 
partielles : 

‘av dV 
II Ee Sa ee 3 Sh, 
(tT) es dq: ed pe des ; 
ou A est une constante arbitraire. A la transformation des équations 
canoniques correspond une transformation de lVéquation (11) et la 


formule 
P,dQ, +- P2.6Q. + ... = Pio ape P20qr he fe 


montre que la fonction V est la méme dans |’équation (11) et dans celle 
en laquelle elle se transforme. 


3. Comparons la regle que je viens de donner pour passer d’un sys- 
teme canonique a un systeme semblable avec celle qui a été donnée 
par Jacobi pour résoudre le méme probleme. Voici cette regle : 

« Supposons 27 variables ¢;, p;, données par les équations hamil- 
toniennes 


dq: dH dp; di 


(a) dt dp: One dqi 


oll ¢ est susceptible des valeurs 1, 2.. ., 7; soit, de plus, 


UY (Gis Gz, sy ny Q., Q., . » Qn) 
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une fonction arbitraire des z variables g,, go, ..-, Jn et de n nouvelles 


variables Q,, Q., .-., Q,; déterminons Q,, Q., .... Q, et d'autres 
variables P,, P,, ..., P,, en fonction des premieres variables au moyen 
des équations 
dy dy dy 

b > = ps. SS PP oe ae TZ = fn 
ue dq io dq, ea : dqn P 

: CA ass ahaa ay : 
(c) aQ, P. dQ, — JP ney ners WG 


les variables Q;, P; satisferont aux équations 


dQ; dit dP; di 


i) i - dP ade. de 


On voit que la regle que j’ai donnée ci-dessus a une certaine analogie 
avec celle de Jacobi; les équations (g) et (10) sont identiques aux équa- 
tions (6) et (c), si lon y fait » = 1. La solution de Jacobi renferme 
V’inconnue p. en moins, et, par compensation, elle renferme une équa- 
tion de moins qui est 


Cia 0. 
Le systeme des équations (@) peut étre remplacé par la suivante : 


x dq, s ddn d y ‘ y nN 
(12) a( st pr ) - a (prog: +.-.+ prdgn) = 0H. 


Or on a, d’apres les équations (6), 


at dn Op ee. és 
) ( ! a Eee st Pe 4 ) nF (prog: -b- +--+ pndgn) 
(2 ea: av dqn d (dy dv 
=a) (3 Apes ie i) pi (aia, Ogi+...+ ae og.) 
es dy dQ, dy dQ, d dy dy ; 
vs a( “dO, db sd Odé dt ( aQ, Nee ono dQ, aQ,) : 


car légalité des deux derniers membres revient a 
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En ayant égard aux équations (c), on voit donc que le premier membre 
de ’équation (12) est égal a l’expression 


5 dQ. , dQ, 7 ok 
0 (P. ar he Be 7) fg eto + . - P,0Oe)s 


qui est ainsi égale a OH, et l’on en conclut les équations (d@). 


4. Il existe beaucoup d’autres moyens pour passer d’un systeme 
canonique & un autre semblable. Nous allons en indiquer quelques 
autres, 

Le systeme des équations canoniques est renfermé dans une seule 
équation 


aD. 


SN oe OP ga ig Oy 


oS Opi + ewe oF OPn HE 


et celle-ci peut se mettre sous ces deux formes: 


dq, dqn a ap sa 
0) (pe a Oo aney I EE) ately \ PrOdi +e. Pn Oda) = oH, 


d { i f IN 
=a (a. Fi Hert Gn of) st: Z (QiOpi + qu Opn) = OH; 


en les ajoutant, ona 


Se a 1 +H 


“ dq dp dq: apa ; 
8(p db» stead ae r.) 


\ 


pn 3 (progi— qi opr SS P20q: + q20p2+. : ) — 20H. 


On en conclut aisément que les variables Q,, Q., ..., Qn» Pi, Pa, .:-, 
P, satisferont & un syslteme canonique semblable, si elles satisfont a 
Péquation 

cA) ( P,6Q, — Q, dP, +...+ P,6Q, — Q,6P,, 

\ 1 =prdgu— qidprt ©. pnddn — quOPrr 


qui équivaut, comme on sait, & 2n équations. 
Remarquons encore la transformation indiquée par |’équation 


2 (P, 0Q, ae ets ste P0Q,) = fbi O”qi Fao qi Opi ian Tein Pr Odn aa Qn OPns 


et celle quien résulte par l’échange des grandes lettres avec les petites. 
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On peut voir, par ce gui précede, qu’il s’est glissé une inadvertance 
dans le premier Mémoire de Jacobi qui suit ses lecons sur la Dyna- 
mique (p. 453), ou il est dit qu’on vient de donner toutes les transfor- 
mations possibles d’un systeme canonique dans un autre. Cette inad- 
vertance s’explique d’ailleurs tres-aisément dans une wuvre posthume. 
Revenons sur Ja transformation renfermée dans la formule (A). 
Posons généralement 


(13) P,—Rk;cos9,;, Q,;=R;sin®@,, 

(14) pi=",008 6, gi =r: sin §;, 

i étant susceptible des valeurs de 1, 2, .., m. La formule (A) de 
viendra 

‘B) h?60,+...+BR360,—17r766,+...+ 73 6%,. 


Si l’on prend pour les 4 des fonctions déterminées des 0, récipro- 
quement les ® pourront s’exprimer au moyen des % et les R seront 
donnés par la formule 


2 dG, Z d4, 7 2 d5, 


Rass ey. og” atte: Mee dy | oe 


Plus généralement on pourrait raisonner sur l’équalion (B), ainsi qu’on 
l’a fait, au n° 2, sur l’équation 


P,6Q,+...+P,6Q,= pi dqi+---+ prOqns 


et déterminer ainsi les variables 7;, 9; en fonction des R;, 0;, et, par 
suite, les q;, p; en fonction des Q,, P;. 
On pourrait encore, apres avoir mis l’équation (12) sous la forme 
a(n: do, \2 d, 


Ee feet ee 


raisonner comme au n° 3 et démontrer que, si 
b(0,, Go, CG 9n5O;,5 Q.,.- “9 0, 


est une fonction quelconque des variables ,, 9... .,9,, O.. ... et 
qu’on exprime les quantités 7,, 9; en fonction des R;, 0; au moyen des 
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équations 
eR! i 
agp a" a haa é 
db. elt aaa aen mage 
4 ee Fe = whee 29 


puis qu’on applique les équations (13) et (14), on obtiendra la transfor- 
mation d’un systeme canonique dans un autre. 


Transformation d’un certain systéme d’équations dans un systéme 


canonique. 
5. Supposons encore que les variables g,, Go, -+.s Yn» Pur P2r+ +++ Pn 
satisfassent a l’équation 
dq. dqn dp, Lh eee Oo 
(1) Wp Pi te + Gp Pa Gp ON Hm ap On = OH; 


mais supposons, en outre, que ces variables soient liées par 27 équa- 
tions de condition 


(2) Sia 0; 2 fs== 0, 26s fr 0, 


qui renferment également les variables g; et p;; nous considérons ainsi 
un systeme plus général que celui qu’on rencontre en Mécanique. 

Je vais démontrer que ces 2n variables peuvent étre remplacées par 
un systeme deon — o7variables QO), Os. 2.5. On. bys dee ee 
satisfont aux 2n — ar équations canoniques 


(3) dQ: __ dH GPa x dH 
dt Weaey ah AOe 


v étant susceptible des valenrs 1, 2, ..., nm — Tr. 
Mettons encore |’équation (1) sous cette forme 


: (>. +1. pe) a 5 (Prdqu +--+ Pr dgn) = OH; 


si nous choisissons de nouvelles variables qui satisfassent 4 l’équation 


(4) PidQit PrOq2 t+. --+ pnddn = PidQi +... + Pr dQn->; 
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nous aurons 


dQ, dQ,» d f 
oc des = 
3 (P, Se tiene Dek ) F (Pp8Q, +. «+ Par 8Q.+) = OH, 
et, comme les variations 0Q,, 0Q,, ..., OP,, OP,, ... seront indépen- 
dantes, on en conclura les équations (3). 

Montrons comment on pourra satisfaire a l’équation (4). En diffé- 
rentiant les équations (2) selon la caractéristique 0, on aura 


df. df. df. df 
dq. Ogi Stoieteelicata dge Ogn—r te dp. Op. stetenetett Opa OPn—r 
df, df, df, df, 
Nise OG dar dqn qn EP nr OPaars PS dPn Pa, 
df, df. df. df. 
a7, Ogi +t... a Ogn—> + on Opy +... Te OPa—r 
df. , dfs df. df. 
aaa OT 8qn—r dn yn APr—r-+i ee ee dpn Pas 
De ces 2r équations on peut tirer les 27 variations 0gp_p11, -+»» OGns 


OPn—rsiy +++» OPn, et, en les portant dans l’équation (4), on aura une 
équation de cette forme 


G, oq + G, Og: +...+G,_, Oder +L, Opi + L, Ops +...+L,, Opes 
— P, 0Q, == ie 6Q, a0 o05= Pye) oy i eee 


G,, Gy, ..., Ly, Ly, ... pouvant, d’apres les équations (2), étre réduits 
ame comtenindue les variables: Gi5:da;~ 5 Gaors Pts Daves: oo Par 

La question est donc ramenée a transformer |’expression différen- 
tielle du premier membre en une autre qui renferme moitié moins de 
différentielles des variables. Ce probleme est connu sous le nom de 
probleme de Pfaff, et l'on sait qu'il est toujours possible. 


6. Le.probleme de Pfaff ne peut se résoudre, en général, que par 
des opérations de Calcul intégral tres-compliquées; mais nous sommes 
arrivé a ce point important, que le systeme des équations (1) et (2) 
peut étre réduit a un systeme canonique. Il faut remarquer aussi que 
Vapplication du probleme de Pfaff peut souvent étre évitée dans la 


ah, 


188 DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 


question actuelle, comme je l’ai démontré (Journal de M. Liouville, 
t. XIX, p. 281; 1874); mais j’examinerai ici seulement le cas qui se 
présente fréquemment dans la Dynamique, ot, outre l’équation Gr); 
on a r équations de condition 


(5) Fre On tO Nag, © =O) 


qui renferment seulement les variables q,+ Go, «++ Yn 
En différentiant une quelconque de ces équations, on aura 


df, dq. , df, dq. £ sok 
dandi geile 


mais, dans le cas actuel, l’équation (1) donne 


dq, _ dl dq, __ dH re 
dirmadne ate apr 


par suite, on a l’équation 


df, da, df, atl 
dq. dp, ~ dq. dp." 


=, 


qu’on peut écrire, d’apres une notation déja employée, 


et Biers 
Ainsi l’on a r équations entre les variables ¢;, p;, 
(a) | fie esonih febiene,. saapev ily. A= 6% 


le probleme actuel est donc un cas particulier de celui qui a été posé 
au commencement du numéro précédent, et il s’en déduit en faisant 


feel) QoS ben, Seppe, He 
Mais l’application de la formule 
(6) P, dQ, +... + Pr_r 0Qn-+ = pidgi +... + pn Qn z 


devient ici beaucoup plus facile. En effet, on peut exprimer les va- 
riables g,, Ga) -++, Yn aU moyen de nm —r nouvelles variables Q,, Q,, ... 
Q,--, de telle sorte que les expressions obtenues satisfassent identique- 
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ment aux équations (5). Les variables g; ne dépendant que des va- 
riables Q,, ’équation (6) équivaut aux nm —r suivantes : 


=e, OG dq: dqn 
an Pi dQ, + P2 dO, oe Pr dOn > 


Nous avons déja fait l’application de ce calcul dans le n° 17 de la 
Section I et dans le n° 4 de la Section V. 
En différentiant les équations (5), nous aurons 


multiplions ces équations par des fonctions inconnues p,, f, ...5 ys 
et retranchons-les de |’équation (6); nous aurons, en égalant les coef- 


ficients des variations 0g,, Og2, ... dans les deux membres, 
cog’ {s eget 6) dQ, df, af 
OE ee ae te Py d pe ake ea aaa 
(cjg cert > + « aicdeee acta rae Sate poo OLE Ney stetste-eign's)cwul se : 
dQ, , » dQ, dQ,» df. df, 
| P, AP ele BA Bie ae mee +... tag 
Les variables g,, g2, ..-, J, sont des fonctions déterminées de Q,. 


Q,, ---, Qn, les variables Q,, Qs, . ., Q,_, sont au contraire fonctions 
des variables g, d’une infinité de manieres, et l’on obtiendra une quel- 
conque de ces manieres en résolvant, par rapport 4 Q,, Qo, .... Q,.,. 
n —r combinaisons des n équations qui expriment les g; au moyen 
des Q;. Ayant obtenu un systeme d’expressions des Q, en fonction 
des q;, on les portera dans les équations (7). 

Au moyen des n équations (7) et des r équations (a), on calculera 
Pry Pov -++> Pn Ct poy Pas «++» Br en fonction des variables P,, g; et, par 
suite, en fonction des variables P;, Q;. 
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THEORIE DES DERIVEES PRINCIPALES. 


7. Je vais maintenant exposer une théorie qui non-seulement m’a 
permis de démontrer plus facilement certaines formules dela Mécanique 
analytique, mais qui m’a fait aussi découvrir des résultats nouveaux. 


Des différents groupes de dérivées d’une fonction de plusieurs variables 
gut ne sont pas independantes. 


8. Considérons une fonction g d’un nombre pair de variables que 
nous désignerons par gy, Jos «++> Yn» Pir Par +++) Pn» Ct SUpposons que, 
entre ces variables, il existe & équations 


(1) ; iO ee foe ee fh OF 


k étant < 2n. Ainsi 9 est une fonction donnée des variables g,, p,; 
mais, A cause des équations (1), 9 peut aussi étre considéré comme 
fonction des mémes variables d’une infinité d’autres manieres. 

Nous désignerons sous le nom de dérivées wmmediates de la fonc- 
tion 9 les dérivées par rapport aux quantités g;, p; de la fonction don- 
née pour 9; mais, a cause des équations qui lient entre elles ces va- 
riables, la fonction 9 peut étre mise sous différentes formes renfermées 
dans la formule 


O=¢9 4 Afi t de fr t Lob ft, 


Ay, Aes s+) Ay Etant des fonctions des mémes variables qui ne deviennent 
pas ingiNes dans les limites oti l’on fait varier-ces variables. Les déri- 
vées de ® sont renfermées dans les deux formules 


» 


dodo Gi, of, Of dh, aR pl 

dg, =a dq; = dqi ths dqi 55 idea dqi oT dit ; ape ees agit” 

dd_do , of, dh, Bf PA) SUE .o 

ae . + Ay tas ioe tee hae: =e dpit' dpetiege dp,t® 
ot l’on doit donner az les valeurs 1, 2, ...,n; mais, en nous appuyant 
sur les équations (1), nous pouvons réduire ces dérivées aux expressions 
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nous désignerons ces expressions sous le nom de dérivées viriuelles de 
la fonction g, et chaque groupe de dérivées virtuelles variera avec les 
fonctions adoptées pour les multiplicateurs A,, A., «+5 Aa 

On peut encore définir les dérivées virtuelles de 9 d’une autre ma- 
niere. Faisons varier, dans la fonction donnée pour 9, les variables q;, 
p; de quantités infiniment petites indiquées par la caractéristique 0; la 
variation de 9 sera 


do | .ec a OPns 


__ do dg dg 
dy (hl ce eee cee Ogn is Opi +. 


et, en différentiant les équations qui lient entre elles les variables q;, 
Pi, hous aurons 


df df. dfs. of _ 

(0 eee dq, Odi a dq: 0q2 == = dqn Ogn t dp. ) { Se = OPn ’ 
df, df; df,» _ of wae 

Or dq, 0) 1 Se dq, ) 2+ 4 dqn Oqn i dp, Op y dpn OPns 


Shyeicesielie ©. e's] psteelua) e)ie) “os ellet al (p) leis Get ela a) eas) vice?) @) fos lenol (¢ ef isle ce) (et janiaviel te snqemisy 5 6-6 Allie) \6. 19] (= <6 


Multiplions ces équations respectivement par ),, Az, ..., et ajoutons- 
les & la formule qui donne dg; nous obtiendrons ainsi dg sous diffé- 
rentes formes, et les coefficients des variations des variables dans cha- 
cune des formes de do donnent un groupe de dérivées virtuelles. 


Dérivées principales d’une fonction. 


9. Pour distinguer les dérivées virtuelles des dérivées immédiates, 
nous placerons les premieres entre parentheses, et nous aurons 


dg\ _ de df. af: aft 

(Ti) = ap dg, Rdg, Og? 

(4) de) de 3. 9, of df 
2 — dq: Aaa ar Ay dq: tas atta’ 

do\ dg df, df, dfi 

(alae tae Uae AIP ot Es 

(3) dg\ dg df, df; dfi 
(Gt) — dp, She A dp, do dp, + mv dp,’ 
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Suivant la notation habituelle, posons, u et ¢ étant deux fonctions 


quelconques des variables, 


du dy du dy 


[ uw, clase dae A dice ci Saal 


du dy du dv 


dp, dg. aap aque ae 


du dy 
dqn pn 


du dv | 
dpa Uqn’ 


dfi oft 
dp,’ dp: 


-, et que nous retranchions la somme 


si nous multiplions les équations (2) respectivement par 


et les équations (3) par 


des secondes de celle des premieres, nous aurons 


(“2 dfi te ema (<2) # 


.dq,} dp, * \ dq.) dp, dqu} dps 
_ (a) a (de) gs (de) a 
\dp,} dq. \dp:} dq: dpn} qn 


=\6, f= [fo fl Moe fe fr ee las 


et, z étant susceptible des valeurs 1, 2, 
ferme & distinctes. 

Jusqu’a présent, nous avons laissé absolument arbitraires.les expres- 
sions des multiplicateurs 4,, 2., ..., 2,3; adoptons maintenant pour ces 
fonctions celles qui rendent nul le second membre de l’équation précé- 
dente, et qui sont les solutions des & équations 


* + fofile+ [fo fila. + [fo fl u=Lfo 1]; 
| ona “+ fo falast+---+ fo fl a= Lf» ¢], 


er eC De a it CARN LMC CONCe ee SC ete ett och Ciet Puce et Io: TO KIC h BLUR MONOID. © 


..., &, cette équation en ren- 


(4) 


Il en résulte que les dérivées virtuelles de la fonction ¢ satisfont 
aux / équations renfermées dans la suivante : 


( df; (do df, (dq ° df, (do 
5 | ap (a) * dp. ee) se ete aa 
x A (a0) (ce 
dq. ae ip (ge) ee dn \ apn Aide: 


ouz est susceptible des valeurs 1, 2,..., 4. 
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Quand les quantités \ auront les valeurs déterminées par les équa- 
tions (4), nous donnerons aux dérivées virtuelles de g le nom de deri- 
vées principales, et nous désignerons de plus |’expression 


P=QtAfitahfot...+afs 


sous le nom de forme principale de la fonction g. D’apres l’équation (5), 
on voit que cette forme principale satisfait aux équations 


[fr Pl=o, [f,P]=o, ..., [ fir, ®| = 0. 


Comme ona 


fs fil ae a [fis fol, [hs fil =a fetes tansy 


le déterminant des équations (4) est gauche, et l’on sait qu’un tel dé- 
q 8 

terminant est nul si le nombre des équations est impair; nous suppo- 

serons done désormais & pair. 


10. Réciproquement, si les dérivées virtuelles de 9 satisfont aux 
équations (5) supposées en nombre pair, les quantités A satisferont 
aux équations (4). Nous avons done ce théoreme : 


THtorime I. — 9 etant une fonction des an variables q,, qo, -.-. ns 
P1> Pos +-++ Pay lees entre elles par un nombre pair d’équations 


1.20; fra 0; eeeg ip—=0; 


il existe un groupe de derivées virtuelles de la fonction 9, et u en existe 
un seul gui satisfait aux equations linéaires (5). Ce groupe de deérivées, 
dites principales, s'obtient en prenant pour les multiplicateurs i les va- 
leurs fournies par les equations (4). 


De ce théoreme on peut déduire comme corollaire le suivant : 


Tutorime II. — Le groupe des derivées principales de la fonction 9 ne 
dépend pas de la forme sous laquelle 9 a été donnée. 


En effet, supposons qn’on parte d’une autre forme o, donnée a 9; les 
différents groupes de dérivées virtuelles resteront les mémes. Le groupe 
des dérivées principales satisfera encore aux & équations (5), el comme, 
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parmi le nombre infini de groupes de dérivées virtuelles, il n’y en a 
qu’un qui satisfasse A ces équations d’apres le théoreme précédent, le 
groupe des dérivées principales qu’on obtient en partant de la forme ¢, 
est le méme que celui que l’on obtient en partant de la forme donnée 
d’abord. 

On peut déja comprendre par ce dernier théoreme Vutilité qu'il 
peut y avoir a distinguer le groupe des dérivées principales d’entre 
tous les autres groupes de dérivées. 

Tatorime II]. — Chaque déerivée principale de la somme de deux fonc- 


tions par rapport a@ une des variables q; ou p; est égale a la somme des de- 
rivées principales de ces deux fonctions par rapport a la méme variable. 


Si l’on résout les équations (4), on aura pour les quantités d des ex- 
pressions de forme suivante : 


his Lut Tis o | = Lu,2 [shes ¢ | SI 080 0S Luk lots 9 | = Da Oe hes o|, 


le signe de sommation s’étendant aux valeurs des égales ar, 2,..., 4. 
et l’on a, en général, 
| Pree = eee iis oO. 


On aura pour la dérivée principale de 9 par rapporta q; 


eva at a df 
(7) is dqi +S Au dqi —— dqi +) Dele dqi hss ¢| ’ 


le signe de sommation relatif aw s’étendant aussi aux valeurs r, 2,...,4. 

Nous aurons les dérivées principales d’une autre fonction 9, et de 
© +9,, en remplagant, dans celle de 9, o par 9, et p+ 9,; et comme 
ona 


Lf @]+ Lh l= Lf 9 + 9), 


(S 9) = (3) + oy 
dqi aN da: qi)? 


les dérivées entre parentheses désignant des dérivées principales. 


onen conclut 
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Propriété remarquable des dérivées principales. 


11. Considérons 2 — 2r fonctions des 2n variables q;, p; que nous 
désignerons par la lettre 6 : 
B, == Dil Gin Ga ‘ 23 Ons Pt» P» Pes Des 
GB, = Bal Gis Ga 2509 Gny Pir Pry +--+ 5 Pr} 


Conon == Bain. +) (qi, Gry ++ 5 Qny Pis Pry ++ +5 Das 


ou les variables ¢;. p; sont supposées satisfaire aux 27 équations 


fi=%; f= 0; aeons SiO, 


Au moyen de ces an équations, on peut exprimer les 27 variables 
gi: p; en fonction des quantités 6 et dune maniere unique; et si l’on se 
donne une fonction o des quantités g,, p;, cette fonction pourra elle- 
méme s’exprimer au moyen des quantités £ et d’une seule maniere. 

Si, aprés avoir exprimé g au moyen des quantités /, nous en pre- 
nons la variation, nous aurons 


do do do 


eo) == dB, OB, Be dB, 0B. i= 08S EB sinr) OBetn—r) = ds 6B, 
ou encore 
Si do {dB , dp dé _ dB . _ dp 
oo =). de (Fe Ogi ats dq, oes hay dq. Odn t dp, Opi imo So dp, apn) 


On a ensuite, en différentiant les équations qui relient entre elles les 
variables, 


ps dane See GET pecomtom bse itt 
dq. Og: IY, re) got ea dq, On | dp, Op i t dp OPns 
tee ahh i oebas Wl Sc peade ified hp 
dq (Osa da, G2 dqn On i dp, ar dp OPng 


Désignons par 


Pa(Br), p2(Bily + +25 Yar (Br) 
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des fonctions des variables ¢;, p; que nous considérons comme corres- 
pondant a f,, par 


(Bo), pa (B2), ++) par (Bs) 


d’autres fonctions des mémes variables et correspondant a fs, etc., et 
posons généralement 


C ao d , d 
oro (Bu) + 5 tal Ba) ae a el Be) 2S ap vil) 


i étant susceptible des valeurs 1, 2, ..., 27; puis, apres avoir multiplié 
les 27 6quations précédentes respectivement par 


Yale Soe ale. 


ajoutons-les a la variation de 9; nous aurons 


p= 5 oe [So + mle) Ge + wal) So... fog + 


mi psees df ase. |e es 
i Ee + on (8) SE + p(B)G +. [Agee 
dB df ao. | apestcer 
ye Ee is er ROMs) ipeclateg Opi o- 
Les coelficients des variations des quantités g;, p; forment un groupe 


de dérivées virtuelles de la fonction 9 (n° 8), et ces dérivées sont don- 
nées par les deux formules 


(a=), Flag, + (8) GE ¥.- + ool) FI, 


6) dqi 2 dB Ldq: dqi 
de\ NX dof dp df, afi. 
| ()=de \dB Gee a aca Tal 
dans lesguelles z est susceptible des valeurs 1,2, ..., 7. 


Les quantités renfermées entre parentheses dans les seconds membres 
sont les dérivées virtuclles de @.Prenons pour les multiplicateurs p., (6), 
v2 (B), ... les quantités qui satisfont aux ar équations 


: +L file (8) +L fos filts(B) + «+ [fans ful or (BI=LA, BI, 
(7) (LA fel a (B) + * er ic - 4+ (forf onl B)=U-BI 


SECTION VI. — THEOREMES SUR LES EQUATIONS CANONIQUES. NGF 
alors le groupe des dérivées virtuelles de chaque fonction 6 deviendra 
celui des dérivées principales. Désignons, pour abréger, ces dérivées 


principales par 3 
(an) (ap) 


et les dérivées virtuelles de 9 deviendront 


(8) (Ze) =Seap (aq) (Ge) = Sap Gp)? 


Or je dis que ces dernieres dérivées de 9 sont principales. En effet, 
les dérivées principales de 6 satisfont aux 27 équations renfermées dans 


la suivante : 
df; (5) + df; (f Ja +F (F) 
dp, \dq. dp. \dq. dpn\ dqn 
uel & df; pe sadhild 
dq. \ dp, dg Ndpae und Gala 
ou zest susceptible des valeurs 1, 2, ..., 27 (n° 9). On en conclut im- 
médiatement que les expressions (8) satisfont aux mémes équations 
dans lesquelles la lettre 6 est remplacée par la lettre 9, et, par suite, 
les expressions (8) sont bien les dérivées principales de 9. 


= Ainsi les dérivées principales de la fonction 9 peuvent se représen- 
ter, d’une part, par 


a AL Ay df ho df: = i ar fr 
dq: dqi dqi adi 
do df, ay df, 4 ey afr 
dpi ‘dpi dpi pea aed 
X,, Ao, --. ayant pour valeurs les solutions des équations (4) du n° 9, 


ol & est égal a 27; et, d’autre part, elles peuvent se mettre sous la 
forme (6), en prenant pour les fonctions p.(f) celles qui satisfont aux 
équations (7). En égalant ces deux genres d’expressions, on obtient le 
théoreme suivant : 

Tutorrme TV. — On imagine 2n — ar fonctions, désignées génera- 
lement par 8, des variables dy, Jo) +--+ Yn Pr Pay +++) Pro Cl l’on suppose 
entre ces variables les 2r equations 


iEOy fee Onl a efi OS 
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alors, en désignant par 9 une fonction quelconque de ces variables, on 
aura les deux formules 


do, df | df XY dol dB df | 
aie din Go. aes Le oem 5S wan army 


dg. af fee d3 df df 
— +A, Ge eb Ay = = 4 dp ales + (8) = +... + p(B) |; 


les quantités 2,((3), po(B), ... elant les solutions des equations (7) et 
les quantités ).,, .., ... étant les solutions des mémes equations dans les- 
quelles les seconds membres sont remplaces par 


[fis 9], [Ase], + > [fs 9]. 


Nous ne considérerons plus désormais de dérivées virtuelles que 
celles qui sont principales; nous pouvons done convenir maintenant 
que les dérivées placées entre parentheses représenteront les dérivées 
principales, et le théoreme précédent sera renfermé d’une maniere 
concise et tres-élégante dans les deux formules (8), qui montrent 
que le theoreme élémentaire relatifa la dérivée d’une fonction com- 
posée peut étre étendu aux dérivées principales d’une fonction com- 
posée, renfermant plusieurs yariables qui ne sont pas indépendantes. 


12. Iixaminons le cas particulier ot le nombre des équations qui 
lient les variables g,, p; se réduit & deux 


i 0r for 04 


le nombre des fonctions 6 est 2n — 2, et nous avons la formule 


(we) = Da ae (ae) 


avec 
(<2) fe agai cml ae 
dq} dq [fofilda [fi fa] dg 
(3) 4 [fo Bl dh [fi 8) dh. 
qi} dg [fir fol dgi [fi fh] dqi’ 


si l’on donne a ¢ la valeur particulieére p, p ise parmi les variables p,. 
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Pos +++sPn» cette formule devient 


Siae( 8) ae (idl), 
» dB 7) Trt taa dq: dqs agi 


EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE LA DYNAMIQUE DANS LE CAS D’EQUATIONS 
DE CONDITION ENTRE LES VARIABLES. 


13. Désignons par g,, 72, --.» Jn des variables propres a déterminer 
la position d’un systeme de points matériels en mouvement et sollicités 
par des forces; supposons, de plus; que les liaisons du systeme soient 
exprimées par r équations de condition entre les variables q; : 


(1) hie "o:, fo =-05 rtey fii O'd 
Alors Py, Par +++ Pn Clant n variables auxiliaires, on a une équation 
de cette forme 
dqiy , q. OGa x dp. x UD 
(2) ar Op. 1 dt Op. irc qo ji dt Opn "SE oi ee ty) dt Oqn == oH, 


H étant une fonction des variables ¢;, p;. 
En différentiant les équations (1), nous avons 


df sae. df 

dq dda, @ + Si dae Ogu == 0, 
man, df» 

dq Peas dq, XO el dqn On = 10) > 


Ojo oj ariel ene) fe, alia’ atin) 6) (0) ole Jah ees) feo ie 4) Vv Neha etl 6.0 


Multiplions les équations précédentes respectivement par A,,.2,. «5 
et ajoutons-les a l’équation (2); alors, si l’on dispose convenablement 
de ces multiplicateurs, les coefficients des variations 0g; seront égaux 
dans les deux membres de |’équation résultante, et l’on aura 


(3) dq dH dq, dill dq. _ dil 
di 20pm tdia. dp, “wélasupodye 

dp. duly =. sdf; 7 df, df, 

dt dq. ‘dq dq "dq 
an ee Mah 
(4) denied dar wl hindam sty Boe dds 
dPn du, df, df, anes df, 
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Si l’on différentie une des équations (1), f, = 0, ona 


dfi dq. | dfi dqr , 


dq. dh Faget eg? 
ou 

df; dH- “df, al” heat 

dqiap, agiidp, COVTONe 
ou encore 


ti Bio; 


désignons, pour abréger, cette équation par F; = 0, et nous aurons 
les 7 équations 


(5) Fis 09. ys 05) She 


auxquelles satisfont les quantités 9;, pi. 
Différentions les équations (5), puis appliquons les équations (3 ) 
et (4), et nous aurons les équations 


[F.,,HJ=[fi, FJA+ (ft, Jat ..+[ ft, FJ, 
(6) [F., HJ] =[fi, Fela +[f, Folat...+[f7, Fila, 


Oia} {0\ Farce)” (8) ete can» alee) feRvos 


desquelles on pourra tirer ),, As, ..., A, pour les porter dans les équa- 
tions (4). 

On peut remarquer entre les coefficients les égalités faciles & dé- 
montrer : 


Lb fioF he (afas Fade. Te acstirlfan he —aabp sable: gopkes 


Géneralisation du probleme du numero précédent. 
14. Supposons encore que les an variables q,, Jo, -- +s Yns Pry Pov ++ 
Pn Satisfassent # |’équation 


dpn 
dt 


dqr Oe qn Spr dp, 


dq. > 
dt ; at dt 


(7) at 


| 
ies 


Ogn = OH, 


ogi —..-—- 


ou H est fonction des variables g;, p;; mais supposons de plus que les 
variables g;, p; satisfassent & un nombre pair d’équations 


(8) f=; So = 0, pee a=. 
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En introduisant des multiplicateurs 2,, 42, ... As, comme dans la. 
question précédente, on déduit des équations (7) et (8) les 2n équa- 
tions suivantes : 


dq, ha ¥ dil df, df; afr. 
‘dt = dp, Sq A dp, =e ie dp, (amt) T Dor dpi 2 
(A) dGa Oe ee Ofr  Ofse | Af 
dia 3 dp. — A dp, te dp. de -giaindre dp, ; 
dp, 2% di y) df, } df, za) Lf 
dt — dq Mt dq dq 2r dq’ 
B) dp, dg fi _ of _ 3, ie 
de dg ‘dq * dq gis 


En différentiant une des équations (8), f,= 0, ona 


dfi dq. . Ui dq, Sage df: dp, | dfi dp. | 
dq, dt dq. hn eT 1 ites. dp, dt oe 


s=S Os 


et, en remplacant les dérivées des.g;, p; d’apres les équations (A) et(B), 
on a 


[fis H| +AL fis fi] +A: [fis fal +... == OL? 


les quantités 4,, Ay, ..., Ao, satisfont done aux 27 équations suivantes : 


B Sftilae 22 Cf hl dsshoe oe Pah le 


Seay fi eI CR Maen iy Aetnc 12 fee fine ihenl, 
[fis fol : + [for file +--+ [fr fil 

+ [fests fol beat + [ frors fi] deze tev ieee cose ee. + [for fil dr = [fr H], 
(yaa eg RANT ae Pa ee ee ee een er ae a 

Py AGA aly Sie ate See ay ee aT ee ae seman te (Pfs HL: 


et on pourra les tirer de ces équations pour les porter dans (A) et (B), 

Si l’on compare ces équations aux équations (4) du n° 9, on voit gue 

les seconds membres des équations (A) et (B) représentent les dérivées 

principales de H; les équations (A) et (B) peuvent donc s’écrire, 
26 
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_d’apres la notation adoptée ci-dessus pour les dérivées principales, 


dq. is dq. _ di LGR se, a) 
Get es Osaki a wey. 
(¢) Ex dH\ dp, [dul doen | fal 
tae.) de mo aa ear mp ae.) 


La question du numéro précédent se déduit de celle-ci, en faisant, 
comme il a été dit au n° 6, 


fiu=K=[f; H. fu=B=lf, Hl, ... 


Examinons ce que deyiennent alors les équations en d,, Ay, .... Les 7 
premieres de ces équations ont leurs seconds membres nuls, et dans 
leurs premiers membres les coefficients de ?,, A., ..., A, sont nuls; on 
en conclut que les valeurs de A,.,, Apo, «--. As S annulent. Ensuite les 7 
éguations suivantes fourniront A,, A,, ..., A, et coincideront avec les 
équations (6) du numéro précédent. 

Ainsi les équations (3) et (4) sont aussi de la forme (C), et l’on doit 
remarquer que les dérivées principales de H par rapport aux p; coin- 
cident alors avec les dérivées immédiates. 

C'est dans la Section suiyante que nous ferons des applications de la 
théorie des dériyées principales. 
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SECTION VIL 


THEORIE DES PERTURBATIONS, 


1. En général dans les sciences physiques, on peut calculer sans beau- 
coup de peine les phénomenes qui dépendent d’une seule cause; mais, si 
deux causes agissent sur un phénomene, les calculs présentent presque 
toujours une difficulté beaucoup plus grande et quelquefois méme in- 
surmontable. Cependant il arrive souvent que Von a a examiner avec 
une action principale une ou plusieurs actions secondaires, et la solution 
devient alors moins embarrassante. On résout d’abord la question par 
approximation en ne s’attachant qu’a l’action principale et l’on cherche 
ensuite de quelle maniere on doit modifier les résultats obtenus pour 
tenir compte des autres actions et arriver a la précision que l’on dé- 
SIGs? L9) 

Dans les problemes de Mécanique, on obtient ordinairement une 
premiere approximation, en tenant compte seulement d’une ou de 
plusieurs forces principales quiagissent sur le systeme matériel; ensuite 
ona égard aux autres forces que l’on appelle perturbatrices. La solution 
par premiere approximation donne lieu a des intégrations qui intro- 
duisent un certain nombre de constantes arbitraires et l’on conserve 
ensuite la forme dela solution obtenue d’abord, en supposant seule- 
ment que ces constantes se changent en des variables qui varient tres- 
peu. La théorie des perturbations peut étre appliquée avec utilité a 
beaucoup de problemes de Mécanique, mais on en fait surtout usage 
dans l’Astronomie pour laquelle on a imaginé pour la premiere fois de 
faire varier les constantes arbitraires. 

26. 
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THEOREME SUR LES VARIATIONS DES CONSTANTES ARBITRAIRES. 


2. Les équations différentielles de la Dynamique sont renfermées 
dans la formule 


dq: 
ae OPt neat dt Opa a 


Lael 


et si nous n’ayons entre les variables aucune équation de condition, ces 
équations différentielles sont les suivantes : 


f \ 


Noo 


dg: dH dp; dH 
‘dt a dp:’ ‘dt —-— dg: 
t étant susceptible des valeurs 1, 2, ..., 7. 

Conceyons que l’on ait obtenu les valeurs des q;, p; qui dépendront 
de 2n constantes arbitraires et de z, et faisons précéder les quantités 
qi» p; et la fonction H de la caractéristique D pour désigner leurs accrois- 
sements quand ces constantes subissent de certaines variations. 

Multiplions les équations (2) par Dp; et — Dg;, ajoutons-les et som- 
mons par rapport az; nous aurons | équation 


(3) 2; (dq: Dp; — dp; Dqi) = DH dt, 


qui est entitrement analogue a l’équation (1). 
Désignons par A une caractéristique qui se rapporte a d’autres varia- 
tions des constantes arbitraires, et différentions l’équation précédente 
selon A; nous aurons 
2; d Aq: Dp: = = dq: ADp; == d Ap; Dq: — dp; ADg;) —ADHadi. 


Nous obtenons une équation également yraie en permutant les carac- 
téristiques D et A 
2; CAE Ap; + dq: DAp; — dDp; Aq: — dp; D Aq:) = DAH ad. 
Retranchons ces deux équations l'une de l'autre, en remarquant que 


les deux signes DA et AD sont équivalents, et nous obtenons 


Ds d\ AgiDpi — Dq:Ap;) = 90> 
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nous en concluons que l’expression 
(4) 2; (Ag: Dp; — Dg: Api) 


est indépendante du temps. C’est important théoreme donné par La- 
grange (Mecanique analytique, 2° Partie, Section V, § 1). 

Si les variations selon A se rapportent a l’accroissement infiniment 
petit Aw d’une seule constante « et les variations selon D 4 l’accroisse- 
ment DG d’une autre constante (6, le théoreme de Lagrange exprime 


que la formule 
N dqi dp; Oe dqi i) 
ai \dx dB dB da 


est indépendante du temps. 


3. On peut généraliser le théoreme précédent en supposant que les 
variables g;, p; satisfont a l’équation (1) et que les variables g; satis- 
font aussi a des équations de condition; on obtient ainsi un systeme 
d’équations qui se rencontrent aussi dans la Dynamique; mais, pour 
généraliser davantage, supposons des équations de condition qui ren- 
ferment non-seulement les variables g;, mais encore les variables p;, 


Sic: r= 0, ey 0. 


D’apres ce que nous avons vu au n° 14 de la Section VI, nous au- 
rons, au lieu des équations (2), les suivantes : 


Ce 
Oro. ral iL dq:]’ 


dont les seconds membres représentent les dérivées principales de la 
fonction H. Remarquons ensuite que |’expression 


di dit di di 
(7, Pa ara aGraLee (5, ) PP Pe Gabe 


est égale 4 la méme expression dans laquelle on supprimerait les pa- 
rentheses des dérivées, e’est-a-dire A DH; nous obtiendrons donc encore 
’équation (3), et, en suivant les calculs faits ci-dessus, nous trouve- 
rons de nouveau que l’expression (4) est indépendante du temps. 
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FORMULES DE PERTURBATION. 


4. Si nous supposons 27 variables g;, p; satisfaisant aux équations 
différentielles canoniques 


dq; dH dp; eal dui 
(1) Ge ape shan F DaGe 


oi z est susceptible des valeurs 1, 2, ..., n, les valeurs de ces variables 
en fonction de ¢ contiennent 27 constantes arbitraires &,, &, ..-5 Gon 
représentons-les par 

(2) Geol, iy hay 2+ vy Lon}s 


P= as Ayy Ary ee ey On ts 


Supposons qu’apres avoir obtenu ces intégrales on se propose de 
résoudre le méme probleme ot H est remplacé par H + Q, Q étant en 
général tres-petit en comparaison de H; Q est désigné sous le nom de 
fonction perturbatrice. 

On adopte encore les expressions (2) pour formes des nouvelles solu- 
tions, mais en considérant @,, @, ..., @, comme des fonctions de ¢ 
quwil s’agit. de déterminer. D’apres cela, les dérivées partielles des 
quantités g;, p; prises par rapport a Zz, en considérant @,, ¢, ... comme 
constants, satisfont encore aux équations (1); mais les dérivées totales 
des expressions (2) par rapport a Z seront égales aux seconds membres 
des équations (1) dans lesquelles H est remplacé par H+ Q, et I’on 
aura 


(dqi . dq: da | dq; da, dH = dQ 
| dt "a day. dt da, dt aes dpi a dp: 
a) ) dp; pi da dpi den ate Sa 
| dt da, dt :% da, ‘dt pipes oe dqi ee dqi 


En retranchant les équations (1) des deux derniéres, on obtient 


| dqi do, +- au da = dQ dt, 
(b) da, da, dpi 
\ . . 
oi daj-- ge i dQ dt. 
aa, da, agi 


Multiplions ces équations par dp;, —og;; ajoutons-les et sommons 
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léquation résultante par rapport & z, qui est susceptible des valeurs 1, 
2, ..., 2; Nous aurons 


ae dqi dpi da, ; dqi dpi x ) da, 
(3) a0=)) (5E dpi — oP oa) SE api — Pe ogi) TE ee 


Les quantités g;, p; étant données par les équations (2), leurs varia- 
tions proviennent de celles des constantes devenues variables «, 
Ga eeweneb | OO 


dq 
da 


Oa, t ti 0G, t p= dpi 0a; } opi OG; | 


of — Tite 0) SL Oe 


X2 


dailleurs les variations de «,, @, ... sont indépendantes; on aura 
done, en égalant dans les deux membres de l’équation (3) les coeffi- 
cients de la variation d’une méme quantité @ que nous désignerons 


par B, 


dQ dq: dpi — dpi dqi\da dq: dp; dp; dqi\dz.__ 
ad Zus\ de; da da, dB ‘dt Dae dB yada. dB} dt pl 


Si l’on pose généralement 
¥ (GE BHF GB) =e) 
fti\da dB dads ee 


cette formule deviendra 


dQ da, fda, 

oF = (a 8) GE + (ey BY 
ou 

UC la, 
(4) a5 =>, (4B) ae 


C’est la formule de perturbation donnée par Lagrange (OEugres de La- 
grange, t. VI, p. 713). Les coefficients (a, &) y sont indépendants du 
temps, d’apres ce que nous avons yu au numéro précédent. En faisant 
dans cette formule successivement ( =: a, @,..., %on, 0 aura 27 équa- 
tions pour déterminer les dérivées de ces 2n quantités par rapport a ¢. 
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5. Dans ce qui précede, on a suppose que les forces perturbatrices 
donnent lieu & une fonction de forces Q; s’il n’en est pas ainsi et que 
la fonction perturbatrice Q n’existe plus, nous représenterons encore 


par dQ l’expression 
=(Xox + Yoy + Zoz), 


X, Y, Z étant les composantes de chaque force perturbatrice suivant 


trois axes de coordonnées rectangulaires (Section J, n° 20); transfor- 
dQ. 
du 


‘ ; p heeeiy + aa 

mons cette expression dans les variables q,, p;; les dérivées ee 

i i 
numéro précédent devront étre remplacées par les coefficients de dg;, 
dp; dans la nouvelle expression de dQ, et l’on arrivera de la méme ma- 
niere & |’équation (3). On remplacera dans cette expression de dQ les 
Ogis Op: par 
dq: da agi 3 hg dpi ca dp; ay, 


— da + dm+..., da, 


da, da, ‘da, day, 


Vda? , dQ ie ia a A a 
la dérivée — dans le calcul du numéro précédent devra étre remplacée 


da; 


par le coefficient de da; dans dQ; on Oe done a une formule sem- 
blable a la formule (4), dans laquelle % je Seta seulement remplacé par 


le coefficient de df dans dQ. 


5 


6. On peut généraliser la formule (4). En effet, supposons que l’on 
ait la formule 


dq 
dt 


Opi +. 2.4 i OPn op 0g. =. ae Ogn = OH 


avec les 2r équations de condition 
Si Oy On ee, IN a0. 


Les valeurs des quantités g,, p; en fonction de ¢ ne renfermeront plus 
que 2(n — r) constantes arbitraires @,, @, ..., %m—,, et l’on aura, au 
lieu des équations (2), 

Gi = Pil bs iy Ory «+5 Ma(n—r)), 


Pi ele fy Aiy Ary 2 +5 O2(n—r)) « 
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Pour appliquer le raisonnement précédent, il n’y aura qu’a rempla- 


cer, dans les seconds membres des équations (a) et (6), les dérivées qui 


y entrent par des dérivées principales, et l’on arrivera de méme a 
Péquation 
$=a(n—7) 


(5) dQ dors 


Sill 


Si les fonctions « peuvent se partager en deux groupes de z — r quan- 
Ute. 27, Oa rp Cases, sos aes Ul salisiontieux equations 


(a) =e; (Bi Bi) = 0, (a Bs) = 0, (x, Bi) = 1, 


. ou vet & sont susceptibles des valeurs 1, 2, ..., m—r, et assujettis 
seulement a étre différents entre eux, l’équation (3) devient 


dB, dB, dbz. 

6Q, SS “dt. ) iS aoe dt ) Bae = COT Ohn—p 
dea, ; da, Danas 

lt OB T dt OB, T dt Oba 


et fournit les 2 (x — r) équations suivantes, renfermées d’ailleurs dans 
Péquation (5): 

da; dQ dB; Bae 39 dQ, 

die sdee edtel pe day. 


z étant susceptible des valeurs 1, 2,....”n 7. 


7. Proposons-nous ensuite de trouver des formules de perturbation 
qui donnent explicitement les dérivées des quantilés @,, a, ... par rap- 


port au temps; ces formules fourniront par conséquent la résolution 
des équations (4) ou (5) par rapport a ces dérivées. 


Supposons encore entre les 27 variables g,, 2) -.-+ Yn» Pry Pav +s On 
les ar équations finies 
(6) pao hese; Si eed Woe a8 
et les équations différentielles 
dq: (du dp; _ he di 
(7) ut 0p; 7 ak 
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dans lesquelles ¢ est susceptible des valeurs 1, 2, ..., n, et ou H peut 
renfermer ¢ outre les variables g;, pi. 

Concevons que l’on ait intégré ces équations et que l’on ait trouvé 
pour intégrales les 2n — 2r équations 


= i(q1, G2 ++ +9 Jno Pt» Px» ++ » Pny t ), 
(8) Ba = fa (Qi Gay ++ +9 Gus Ps Pas» +» Pur t)s 


Bogen) = o¢n—r) (qi, dx - +594 Ons Pts Pr» > » 9 Pns tie 


dans lesquelles 6,, Bs, ..., Bon») désignent des constantes arbitraires 
gui n’entrent pas dans les seconds membres. 

Sil s’agit d’un problerne de Mécanique et que la fonction de forces 
ne dépende pas de ¢, Hen est aussi indépendant, et alors on peut sup- 
poser que z ne se présente que dans une des équations (8) et additive- 
ment a la constante qui y entre. 

Imaginons ensuite que l’on ait a résoudre le méme probleme, dans 
lequel Ja fonction H est seulement remplacée par H+ Q, la fonction 
perturbatrice © étant en général une tres-petite quantité. Les équa- 
tions (6) subsistent donc encore, mais les équations (7) sont rempla- 
cées par 


dqi __ on te) dp: _— {d(H+Q) 
(9) hae am dpi : a dqi ): 


Alors les fonctions des g;, p; qui forment les seconds membres des 
équations (8) n’ont plus de valeurs constantes; mais leurs dérivées 
sont en général de tres-petites quantités qu’il s’agit de déterminer. Ces 
fonctions, que hous désignerons par la lettre 8, sont définies par les 
équations (8) qui, jointes aux équations (6), pourraient servir a expri- 
mer les 27 variables g;, p;, au moyen des quantités 6 et de z, et d’une 
seule maniere. 

Désignons par «= une intégrale du probleme sans perturbations, 
c’est-a-dire une des équations (8), dans laquelle « est la constante 
arbitraire. En différentiant cette équation, on a 


S(t dq; _, dy as dy 
6 ; 
dq: dt adhe dt dt’ 
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et le dernier terme est nul, si ¢ne se présente pas explicitement dans ¢; 


o Ee 


comme ) =z est une intégrale des équations (7), si l’on tire de 


ces équations pour les porter dans la derniére, on aura ete nisinn? 


Sepa reser atllbe 2 


Passons ensuite au probleme avec perturbations. Nous devrons alors 
regarder, dans l’équation « = v, « comme une fonction de ¢, et, en la 
différentiant, nous aurons 


i=n 


da = dy dq: , dy dpi F dy 
af dqi dt ° dp; dt die 


$54 


les dérivées des variables g,, p; étant fournies par les équations (gq), et 


il en résulte 
eS Leas) dy (d(H +0)\) , dy 
fot EAS eee dqi i oe 


Retranchons l’équation (10) de cette derniere et dans le résultat 
mettons la lettre « au lieu de y, ce qui ne peut plus maintenant en- 
trainer de confusion, et nous aurons 


dt _) ie (ap) ee (ia) | 


La fonction Q peut s’exprimer au moyen des quantités et de ¢, et 
d’une seule maniere, et, d’apres une propriété démontrée sur les déri- 
vées principales (Section VI, n° 11), les dérivées principales de Q par 
rapport aux variables q;, p; sont données par les formules 


(aa) = yas aa)” (a) =Dyas (Gp) 


faye (se) ee) 


on a donc 


27+ 
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On a d’ailleurs 


(F-) = So +o) + w(6) E+. + pel) SE 


dqi} dq: dq: dq: * dq: 

dB\ dé df, bp df 

(Si) = Gp, THB) Ge + ealB) Ge ++ p(B) BE 
en prenant pour p,(), po(f), ... les quantités qui satisfont aux 27 
équations 


: + [fo fi] 42(B) + [ffi] vs(B) +--+ Lf fileor(B) = LA 6), 
Lf fo] p(B) + ; + [fs fr] vs (B) +--+ Lf fa] er (8) = (fe BI; 


#9) 0:1 00'S) {61)9) ie 938 OMe De Vireteel eine | Cigeime: (6 a) 0 emia te sibel sce rare eel laeieBiel. per isfiel | (6 felie sins) ceteal fall ogee! ie 


En remplacant les dérivées principales des quantités 6 par les ex- 
pressions ci-dessus, ona enfin 


Ge ge (8) + mB) fi) + pol) laf] +--+ p(B) Le Fi) 


qui est la formule cherchée et que j’ai donnée dans le Journal de 
M. Liougille, p. 298, t. XIX; 1874. 

Cette derniere formule peut étre considérée comme provenant de la 
résolution des équations (5) par rapport aux dériyées des éléments 
troublés; donc, puisque les quantités (¢,, 6) sont indépendantes du 
temps 2, il en est de méme de Il’expression 


[, 6] + (8) [efi] + (8) [e,fiJ+..-. 


La formule de perturbation qui vient d’étre obtenue est évidemment 
exacte, quelles que soient les limites entre lesquelles Q puisse varier; 
mais, si Q reste toujours tres-petit, ainsi que ses dérivées, les quantités 


da A ‘ . . , . . 
an seront elles-mémes tres-petites, les quantites « varieront tres-peu, 


et l’on aura une valeur approchée d’une des quantités « par une qua- 


é dQ 
drature, en regardant le coefficient de dp comme constant, et en ne 


regardant comme variable, dans Q qui est fonction des « et de ¢, que 
la quantité z. 
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8. Sil’on suppose qu’il n’existe aucune équation de condition entre 
les variables g,, p;, on obtient la formule de perturbation donnée par 
Poisson (Journal de l’ Ecole Polytechnique, Cahier XV, p. 288 ) 


(amon ay, Se lB): 


mais cette formule se simplifie encore souvent beaucoup. 
Concevons, en effet, qu’on ait obtenu la moitié des intégrales d’un 
systeme d’équations canoniques 


dg; UPd, 2) dp; dH, 
(12) dt dp; dt Ey dqi’ 


zt étant susceptible des valeurs 1, 2, ..., m et H, indépendant de ¢. 
Désignons ces intégrales par 

(a) woe Hy = Ar cay i Bees Any 

1, Zo, -.-, GZ Stant des constantes arbitraires, et supposons que les 
premiers membres satisfassent aux équations 

(5) [H., H, | =O, 

u ets étant deux quelconques des nombres 1, 2, ..., 2; alors, en tirant 
Pw Por + ++5 Pn des Equations (a) pour les porter dans |’expression 


pidqi + prdqa+..+-+ prdqny 


elle deviendra la différentielle totale d’une fonction V (Section II, n°49) 
et, si l’on fait H, = H,(9;, 92; ---» Gns Pir Pa» --» » Pr)» V est une solution 
complete de l’équation 


af Anes, eda 
Nts PO eR be dq. dq. ilies he 
et les intégrales restantes seront 
dV dv dV 
i Paee + Bis We Bo, ies, eS ce 
B,, Bo... étant des constantes arbitraires, Désignons par L,, La, . 


L, ce que deviennent les premiers membres de ces intégrales, quand 
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on y remplace a, a, ... d’apres les équations (a), nous aurons les 
intégrales 
ce) ii oii Bi, L.= 6; eres P= Pas 


D’aprés ce que nous ayons vu (Section II, n° 22), on a les équations 
(d) mer oeeee e+ eileen ome 1)! 3 Pregl Dis Reema oR fe 


u, s étant deux quelconques des nombres 1, 2, ..., m, mais différents 
entre eux. 

Dans le probleme des perturbations, les quantités «,, 6, cessent d’étre 
des constantes pour devenir des fonctions représentées par les premiers 
membres des équations (a) et(c), et l’on peut écrire, au lieu des équa- 
tions (b) et (d), 


(é) [au %J= 0, [Bu Ps) =0, [au Bs]=0, [eu Pul=—13 
donc les équations de perturbation de Poisson deviennent 


desiewis1AdQy + ABianido 
dt = = di, adh sda. 


Les formules (4) de Lagrange (n° 4) devant se réduire aux mémes 
équations, on en conclut que l’on a 


(f) (Huy Hs) =, (Buy Bs) = 0, (Gu, Bs) = 0, (Huy Bs) = — 1. 


C’est ce qu’il est aisé de démontrer directement. En effet, on a ob- 
tenu (Section II, n° 21) les quatre équations 


dp; dp, da __ dp, 

dq; da; dj," a5. 

Be ee pee ely ay Ge 

dp, = sda. Gps G6; 
u et s étant deux quelconques des nombres 1, 2, ..., n. D’apres cela, 
ona 


; = dqi dp: dpi dqi 

Ways a) = ( de, de, dot, Ze) 
~ dB, 3, | d8u dB.\ _ 
iF: i ( dp; dqi bs dqi cal =| Bote, Gel; 
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et l'on trouve de méme 
(5) Bu) = [us Bs], (Bus Bs) = [us es |. 


Les équations (e) reviennent done aux équations (/). 


9. Nous avons vu que l’expression [a, (| de la formule (11), qui est 
fonction des q;, p; et de z, ne dépend pas deé; elle ne change donc pas 
si l’on y fait ¢ =o et que l’on y remplace les variables q;, p; par les va- 
leurs a;, 6; qu’elles prennent pour ¢ = 0; or, sil’on pose 


BieO lip A] 3.0 a Doi Pos ene ©) 5 


cette fonction ~, qui est constante en vertu des équations (12), a aussi 


pour valeur 
CREO OG ry es op Oy 54D a grag 


ainsi xet de méme 6 sont des fonctions de a,, a, ..., Ap, b,, by, ..., 
b,, et, en faisant ¢ == o dans le second membre de 


i da dei da db - 
(a 6]=). ie dp: dp; “ai)” 


(g) a B1=). (Ge Se — ges ae) 


Il suit encore de la que, si l’on prend pour a, f les quantités a,, b;, 


on aura 


[au a]=0, [Buy bJ=0, [4 b.]=0, [tu bu]=+1, 


u, s étant deux quelconques des nombres 1, 2, ..., n et différents 
entre eux, et la formule (11) fournira les équations 


da; dQ db; dQ 
ie tdbe a. Gk. lds, 


entierement semblables aux équations (12). 
Remarquons aussi que, si l’on fait dans la formule (g) 6 == 0; et 
b= a;,ona 


da da 
care ra f= ae [a, a;|=— Ce 
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Théoreme relatif a Vintégration d'un certain systéme d'équations 
differeniielles. 


. yee dQ 
10. Nous venons de voir (n° 7, 8) que le coefficient de dB dans la 


formule 


dg © dQ, 


(1) 7 a pap bP] 


est indépendant de ¢; autrement dit, [a, 6] est une fonction des g;, p; et 
de z, et, lorsqu’on y remplacera les variables ¢;, p; en fonction des con- 
stantes de l’intégration et de ¢, le temps ¢ en disparaitra. On voit, 
d’apres cela, que l’expression [«, 6] est une fonction des seconds 
membres des intégrales (8) des équations 


(2 dq; _ du dp; ss di 
) dt so apy. dis" dge 


on retrouve donc ce théoreme démontré précédemment (Section II, 
n° 25): Sia = const. et B = const. sont deux intégrales d’un systéme 
d’ equations canoniques, la formule 


|«, 8| = const. 


est aussi une intégrale de ces equations, a moins que le premier membre 
ne sout identiquement constant. 

Ce théoreme s’est d’abord présenté a Poisson, qui démontra que le 
coefficient [«, @] de la formule (1) est indépendant du temps, et a 
Lagrange, qui prouve ensuite la méme chose dans sa Mecanique analy- 
ique ; Jacobi est cependant le premier qui ait énoncé ce théoreme sous 
la forme précédente et comme une proposition de Calcul intégral. 

Le théoreme précédent |peut étre étendu a un systeme d’équations 
plus général. Supposons, en effet, entre les 27 variables g;, p;, 
’équation 


(a) icicle Option one prog an 
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et les équations de condition 
(6) ft Os ft = Ose wo Re = Oh 
nous avons vu, & la fin du n° 7, que l’expression 
[a 8] + (8) [of] + v2 (8) [af] +--- 

est indépendante de z et |’on en conclut, comme ci-dessus, ce théoreme : 

St « = const. et 6 = const. sont deux intégrales des equations (a) et 
(6), equation 

[2,8] + 1 (B) Leni] + p(B) [an fi] +--.= const. 


est une intégrale des mémes equations, a moins que le premier membre ne 
sout identiquement constant. 


Propriétés de Vexpression [a, f|. 


11. Nous avons démontré (Section VJ, n° 5) qu’on peut remplacer 
les 2n variables g;, p; qui satisfont aux équations (a) et (6) par 
on = 2rvyariables‘Q,, Q.,-..., Q,->, Pi, Po, -.., P,-, qui ne’sont'relices 


par aucune équation de condition, et qui salisfont aux 2n — ar équa- 
tions différentielles canoniques renfermées dans les deux suivantes : 


dQ; dH dP, dH 
a Gg ate ahs 
Oil vest susceptible desivaleurs'1,.o, 7. +) == 7, 


La quantité que nous avons désignée précédemment par [a, (| est 
formée avec les dérivées de « et § par rapport aux variables ¢;, p;; 
formons une quantité qui se compose de la méme maniére au moyen 
des dérivées de ~ et 6 par rapport aux variables Q;, P;, et posons 


Pa de dx dB , ns da AaB 
Ue Gara eh 0. IP. © Pap eee 
da dB da dB da  d6 
uP, dO; © ae, dO, °° dP... dO,.,. 


Comme il n’existe pas d’équation de condition entre les variables Q;, 
28 
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P;, la formule de perturbation par l’emploi de ces ae se change 
en la suivante : 
da dQ. ; 
_— = —~|a, E 
ap (6 


On a aussi aa 7) 
fe SB (a, 8) + wlB) fe fil + tol Bas fl +--+) 


et comme les coefficients des dérivées de Q doivent étre égaux dans les 
deux formules, on en conclut cette formule remarquable 


(2) [a By =[a, B] + w(B) Le fi] + p(B) [a fa] +. + par (B) [oy for], 


qui, dans le cas particulier ot les variables g;, p; ne sont elles-mémes 
assujetties 4 aucune équation de condition, se réduit a 


[x, Bl’ = [a, 6]. 


Dans ce qui précede, les fonctions a et & ne sont pas quelconques; 
car 


(3) @=— CONSts, (0 =— CONST. 


sont deux des intégrales des équations (1), et en différentiant les équa- 
tions (3), puis ayant égard aux équations (1), on a les deux équations 


(4). etal ee et Onan Oe erE ae =o, 


auxquelles satisfont ces deux fonctions. Cependant on peut démontrer 
qu’en prenant pour a, 6 deux fonctions quelconques des variables q;, 
pi» on a encore |’équation (2). En effet, concevons que lon ait obtenu 
la formule qui détermine l’expression [a, @]’ au moyen des variables 
gi» Pi» lorsque « et & sont deux fonctions quelconques. Les variables 
gi» pi; sont des fonctions des variables Q;, P; qui ne dépendent pas de 
la fonction H, ni de Z, ainsi qu’on a vu (Section VI, n°5); pareille- 
ment la formule (2) qui donne [a, 6]' est indépendante de H. D’apres 
cela, si l’on suppose ensuite que, dans cette formule, « et £ satis- 
fassent aux équations (4), il ne s’ensuivra aucune réduction; donc, 
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réciproquement, la formule (2), trouvée dans la supposition que les 
équations (4) sont satisfaites, peut étre étendue a deux fonctions quel- 
conques. 


12. Le théoreme renfermé dans la formule (2) a été démontré par 
Jacobi, dans le cas trés-particulier ol les équations de condition ne 
renferment que les variables g;, au moyen de calculs extrémement 
laborieux; il se propose de découvrir la formule relative 4 ce cas (Nova 
methodus, etc., § 38, t. III de ses Mémoires) : Quum propter rei utili- 
tatem, tum propter egregiam ejus difficultatem, tum quia accurate exa- 
minare Juvat quecunque spectant ad expresstonem |, [| tantis proprieta- 
tubus gaudentem. Alors cette formule prend une forme différente et plus 
compliquée. Dans ce cas, en effet, en désignant, comme au n° 14 de la 
Section VI, par 


Oh pe O tem fx Or, Bae! geen 00 
les équations de condition données, il faut faire dans la formule (2) 
fet fehln fr fen. oe eh 


Il convient aussi de faire remarquer que la formule que Jacobia démon- 
trée s’appuie sur une transformation particuliere des variables ¢;, p; 
en les variables Q;, P;, ce qui l’oblige 4 donner deux pages entieres a 
l’énoncé de son probleme. Dans mon théoreme, au contraire, la trans- 
formation des g;, p; en les Q,, P; se faisant dans un systeme canonique 
quelconque, son énoncé est tres-simple. 


13. Au leu de la fonction donnée pour a, mettons dans la for- 
mule (2) l’expression 


(a) = a+ fit Ma fit. dee fors 


en choisissant pour ?),, A,. ... les multiplicateurs qui donnent a « sa 
forme principale. D’apres ce que nous avons vu au n° 9 (Section VI), 
on a 


[(2),fil=o, [(2),fl=0, +--+) Ul) fol =o. 


Done tous les termes qui suivent le premier dans le second membre de 
28. 
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la formule (2) s’annulent, et lon a 


(5) [x, By! =a Afi t:..+ Iorfrr BI. 


Il est évident que nous n’avons pas eu d mettre (z) au lieu de @ dans le 
premier membre; car «, dans ce premier membre, est exprimé au 
moyen des variables Q,, P;, ce qui ne peut avoir lieu que d’une seule 
maniére. 

De méme, si f a sa forme principale, on a 


i(B)=0, p2(B)=0, --., p(B) =o, 
et l’on conclut encore de la formule (2) 


lz, 6)’ =[2, (6)] 


ou 
(6) [2, BY =[%, B+ w(B) fi + pa(B) fe +++ par (B) for]. 


Aux formules (5) et (6) on peut évidemment ajouter cette autre 


[2, BY =[lz), (B= la tafit fat...) Buf afr. «| 


et cette derniere revient encore a la suivante, qui est formée au moyen 
des dérivées principales de @ et : 


: da\ /d da\ (d 
ks Oh Lai) kaa) + Le) a) i 
(=) (=) (3) (42) ‘ 

dp} \dqi dpi}\dq.j 
Les formules précédentes montrent que l’on peut choisir les formes 
des fonctions a, (, d’apres les équations de condition, de maniere a 
rendre l’expression [, ] indépendante du choix des variables q;, p;. 
Remarquons, enfin, une propriété de l’expression (a, 6) analogue a 


celles que nous venons d’obtenir pour l’expression [@, 6]. Nous avons 
trouvé au n° 6 la formule de perturbation 


S=2(n—7r) 
dQ da, 
oe oa ere 


Dail 
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en posant 


t= 


a dq:dp:; dp; dq: 
CON » (St dB da, is): 


| 


Si l’on suppose que les variables g;, p; soient transformées en les 
variables Q;, P; qui satisfont aux équations (1), on doit remplacer l’ex- 


: Ae dz, 
pression du coefficient de =o dans cette formule par cette autre 


i=(n—-7r) 


atl =) ge ae cae as 
aes I da, dg da, dp)’ 


(ee | 


On en conclut que ces deux expressions sont égales et qu’on a 


(2s, B)'= (as, 6). 


FORMULES DE PERTURBATION RELATIVES AU MOUVEMENT D’UNE PLANETE. 


14. Imaginons généralement un systeme matériel soumisa des forces 
données et dont on ait formé les équations différentielles et les équa- 
tions intégrales du mouvement. Si a un instant du mouvement des forces 
d’impulsion viennent 4 agir sur le systeme, apres cet instant les équa- 
tions différentielles du mouvement seront encore les mémes, et il n’y 
aura de changées dans les intégrales que les valeurs des constantes 
provenant des intégrations. Pour obtenir les valeurs nouvelles des 
constantes, il faudra calculer les vitesses de chaque point provenant 
des impulsions, et, d’apres les positions de ces points a l’instant du 
choc et leurs vitesses modifiées par les impulsions, on pourra calculer 
les valeurs nouvelles des constantes arbitraires. 

Si un systeme matériel est sollicité par des forces perturbatrices, on 
peut imaginer qu’on remplace ces forces par des impulsions infiniment 
petites, agissant pendant chaque instant. Au commencement de chaque 
instant, les positions des points seront les mémes que s’il n’y avait pas 
d@impulsions pendant cet instant, les vitesses seront aussi les mémes, 
les accélérations seront seulement changées. Les constantesarbitraires 
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varient de quantités infiniment petites a la fin de chaque instant et par 
conséquent deviennent des quantités tout a fait variables. 

D’ou l’on conclut que les formules qui donneront les positions des 
points matériels et les composantes de leurs vitesses resteront les mémes 
que s’il n’y avait pas de forces perturbatrices, les constantes arbitraires 
qui sont renfermées dans ces formulesse changeant seulement en quan- 
tités variables. On retrouve ainsi sous une forme géométrique les con- 
sidérations qui ont servi précédemment de point de départ a la théorie 
des perturbations (n° 4), en regardant la fonction perturbatrice Q 
comme indépendante des quantités p;. 

Supposons ensuite qu'il ou du probleme d’un point attiré par 
un centre fixe, et concevons qu "ala force provenant de ce centre on 
ajoute d’autres forces perturbatrices. Les éléments de l’orbite qui for- 
maient les constantes arbitraires du probleme deviennent variables. 
A chaque instant l’ellipse variable aura pour foyer le centre d’attraction, 
passera par le point attiré et sera tangente 4 la trajectoire du point. 


Equations différentielles canoniques du mouvement trouble. 


15. Si l’on désigne par V la solution complete trouvée (Section III, 
n°? 4) de Péquation aux différences partielles relatives 4 l’attraction 
d’un point vers un centre fixe, et qu’on représente, en changeant les 
notations, par /h, 6, & les trois constantes renfermées dans V, on a 
pour les intégrales du mouvement les trois équations 


iatink a5 ONe av FR ; 
Anas VA aaraetg AP etggher gee 


dp 
t, a g étant trois autres constantes arbitraires. 

D’aprés ce que l’on a vu (Section III, n° 2), 2 est la constante de 1’é- 
quation des forces vives, & l’axe du plan invariable, 6 sa projection sur 
la normale a un plan fixe sur lequel on compte les longitudes; — t re- 
présente le temps du passage de la planeéte au périhélie, « la longitude 
du neeud, gla distance angulaire du périhélie au noeud. 

Ces six constantes s’appellent les éléments de l’orbite. Si Yon sup- 
pose que le corps soit non-seulement sollicité par le centre, mais en- 
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core par d’autres actions, et que la fonction de force soit augmentée de 
— Q, alors on adoptera encore les formules du mouvement elliptique 
pour celles du mouvement de la planete, mais on y regardera comme 
variables les six éléments h, 6, 4, 7, a, g, et, d’apres le n° 8, les valeurs 
de ces quantités seront fournies par ces six équations 


dt de di dh 
do 2 dO) de od) 
dei Max pA a: 
di = HO: Sage dO 
Gi Fisher (dpe an” ak 


Autre forme des €quations du mouvement trouble. 


16. D’apres ce que nous avons vu (n° 6), au lieu des six équations 
précédentes, on peut mettre la suivante : 


Peedi ide dk. de dx de 
(1) 60 = — Tbr — da + Fog + ooh -+ = 8 — Bok. 


En désignant par m la masse de la planete et par Z? l’attraction du 
centre fixe sur l’unité de masse a l’unité de distance, par 2a le grand axe 
de lorbite, par e son excentricité et par z son inclinaison sur le plan 
fixe, ona (Section III, n°2) 


}2 Por Se In Rear ee 
h=——) k=l fma(i—e?), B=kcosi. 


Nous allons aux quantités 2, 6, & substituer a, e,7. En différentiant 
ces trois formules, on a 
2 2 
de aoe da Ole ae [(1 — e?) da — 2ae de}, 
24 2, 


ok 


Te 
Te ey 


dp 


[(1—— €?) cosida—2ae coside|— k sini di, 


et l’on en déduit trois autres en remplacant la caractéristique d par 0. 
Substituons dh, dk, dG, dh, ok, Of, tirés de ces équations, dans l’équa- 
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tion (1), et nous aurons 


dQ, dQ, dQ, dQ dQ AS) 
da °0 + de °° Ge Sao rag ae net a ee sa PL 
SY da . aa cos, oe mae . de Les . di > 
Bian ae :+[— oy oye dt k si thsiniG | > 
i (ne ye re __ ml?ae de Do 
| 2k eo aa 
Via eh ml? ; ml ae ; Me age 
eas oa + — EF (1 — e?) cosida — R COs? oe — i-sinidi | 
dg ml 
tae oe [(1— e?) da — 2ae0e}. 
Les coefficients des variations da, de, ... doivent étre égaux dans les 


deux membres, et l’on en déduit facilement les six équations suivantes : 


da  —2a dQ 

Cheat igs ie ks 

ain ae —t JQ 

dt ~ dy/ma(1— et) sini dt ’ 

de. 2 a1 — 6?) do vi—e dQ 

dt os Le dt Vma le dg’ 

di I dQ. COST dQ. 


dt (¥ma(i — e*) sini 4% it (sini yma (1 — e?) dg” 
dt 2@dQ_. a(t—e?) dQ 

Gisa Fis Pe de’ 

dg yi—e? dQ © cosi dQ, 

dt male 4¢ — Isini¥ma(i — e) & 


Les éléments a, e, 7, t, 4, g étant supposés varier tres-peu, si on 
les regarde comme constants dans les seconds membres de ces équa- 
tions et ¢ qui se trouve dans Q comme seule variable, on pourra cal- 
culer ces quantités avec une grande approximation pendant un temps 
assez considérable a l’aide des quadratures indiquées par les formules 
précédentes. 


17. A la cinquiéme de ces équations, qui donne rt, il sera utile d’en 
substituer une autre. A cet effet, au lieu d’examiner la valeur de t, 
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nous considérerons celle de l’anomalie moyenne 
A=n(t-+t), 


wa 
ou lon an= la ?, 
t n’entre dans Q que par A qui le renferme; on a donc 


es da 9a dQ _ ta? wdQ 
¢ di. SG PR 


ihr ae 1Q, pre . : 
Si l’on désigne par te la dérivée de Q prise par rapport 2 a, en sup- 


posant constant A, qui renferme a, ona 


Ea (ae) 2a dQ dn a(i—e*) dQ” 


(3) Fe dO a ee 


D’ailleurs, la différentiation de A donne 


dt 


et, en y substituant les formules (2) et (3), ona 


adh , 2a? (dQ\ 1—e dQ 
PEM a lyae de 


Equations différentielles du mouvement relatif, de corps qui s’atlirent, 
autour de lun d'entre eux. 


18. Soit M, m,, m,., ... les masses de corps qui s’attirent en raison 
inverse du carré des distances, et il s’agit de trouver le mouvement re- 
latif des corps m,, m,, ... autour du premier M, qui sera le Soleil sil 
s’agit du systeme planétaire. Désignons par 7,, 7,, ... les distances de 
m,, Mz, ... au corps M et, en général, par 7;, la distance de m; a m,. 
Soient (X, Y, Z), (15715 21)» (a> Yar Za), «+ les coordonnées de M, 
m,, M2, ... par rapport & un sysieme fixe d’axes rectangulaires de 
coordonnées. 

Si nous posons, en général, 


eeX+h, NSN +H, 22= 2-4 Gi, 
29 
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E;, Ni, $; seront les coordonnées de la masse m; par rapport & trois axes 
rectangulaires mobiles menés par M et paralleles aux axes fixes. Le 
corps M étant attiré par m,, il en résulte une force accélératrice dont 


. mi ’ Ed i 
la composante suivant ]’axe des & est Me etl’on en conclut |’équation 


PX me. 
dt rp? 
ona de méme 
WN SN) my 
; Ge vac” 
PL Nimo 
di? Poe rs 


Examinons ensuite les trois équations relatives 4 m;; la masse m, est 


attirée par M avec une force accélératrice dont la composante suivant 


] M t ° . 
axe des a est — aa elle subit ensuite de la part des corpsm,, my, .. 


3 


L 
des forces dont la résultante a pour composante, suivant |’axe des a, 
re oY, ; 


ge OM 
mde en posant 


(Section I, n° 5); on a done 


Ca, Mé; = li dV 
deo re im; dé; 


et puisqu’ona : 
Ga der OX er SS 
ap de Tada \ Maasai J 


il en résulte la premiere des trois équations semblables 


aE: he ONEE: Se + Tavs 
E p 1 


des + aye m; dé; 
do, Mai ye he: dV 
dt? = Pe lies ; Mm; dni 
ae; MZ; yy IR ee Sar) 
des: re r | mde, 
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Posons 
Q = = V +) Ms (Erk. FF SALLE Gibs) | 
Mm; s rs 
le signe sommatoire » s’étendant 4 toutes les masses m,, m2, ..-» @X- 


cepté a la masse m,, et il en résultera, en faisant M + m, = yp, les trois 
équations 


dl r dé ; 
Pn; pani dQ 
ade? Bs adn; 
Gs phe ao 
dt r; ac; 


Si l’on néglige d’abord les termes qui dépendent de Q, on obtient un 
mouvement elliptique pour celui du corps m; autour de M; on prendra 


ensuite Q pour la fonction perturbatrice, et l’on voit que cette fonction 
change d’un corps a l’autre. 


Sur la forme des termes de la fonction perturbatrice. 


19. Cherchons la fonction perturbatrice pour le corps m,; en ne 
considérant que la partie qui provient du corps m,, ona 


QM Malti e+ Nir + 41%) 


? 
> a3 
Vy ,2 Los 


si l’on désigne maintenant par (2,, y,, 2,), (Xo. Yo, Z2) les coordonnées 
de m,, mz, par rapport au centre du Soleil. 
Ona 


me (4 — 21)? + (MH Mn) (4 — BPS rt 2(M ee tH + B23), 


et si l’on désigne par a, a, les demi-grands axes des orbites de m,, m,, 

par e, e, les excentricités, par — 7, 7, les temps des passages des 

corps a leurs périhélies, et par n, 7m, leurs vitesses angulaires, on a, 
29. 
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d’apres les formules du mouvement elliptique, 


Hrs e? 
— =1+e cosn(t-+7) — = [cosan(é+t)—1]+..-, 


(4) 


2 
— =1—e,cosn,(t + 7) —  [eos2n,(¢ + t,)—1] + 


== Pow ity == a 
as ; 


p=Msm, pi M+ mm. 


S 
~ 


en faisant 


avec 


Soient « la Jongitude du noeud de l’orbite du corps m sur le plan 
des w, y;t l’inclinaison de l’orbite sur ce plan, et g la distance angu- 
laire du périhélie a la ligne des nceuds. 

Par le centre du Soleil, menons dans le plan de l’orbite deux axes 
rectangulaires, dont I’un passe par le périhélie, et désignons par X, Y 
les coordonnées du corps m,, situé sur l’orbite, par rapport a ces deux 
axes. Alors, en appliquant les formules du n° 2 de la Section IV, et dé- 
signant par ® la distance angulaire de la planete m au périhélie, puis 
par p, p’, p” les cosinus de l’angle de l’axe des X avec ceux des x, y, z, 
et par qg, q’, g” les cosinus de l’angle de l’axe des Y avec les mémes 
axes, on aura, en comptant la longitude & 4 partir de l’axe des a, 


z= pX+ qY=nr(p cos®+qsin®), 
y= p'X+qY=nr(p'cos®+q'sin®), 
2, = p” X-+- q” Y=n,(p’cos®+ q’sin®), 


avec 
p = —cosi sing sing + cosa cosg, 
q = — cost sing cosg — cosasing, 
p'=  cosicosasing + sina cosg, 
q’=  cosicosacosg— sine sing, 
p= sintsing, 
X= SINE COS Bs 


L’anomalie ®, d’apreés les formules du mouvement elliptique, a pour 
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développement 


2 
®=n(é+7) + 2esinn(t +7) +2 esinan(t + 7) + 
+ 


qu'on peut écrire, pour abréger, 
(5) ®=—n(t+t)+L, 


et l’on aura : 
sin® = sinn(t+ 7) cosL + cosn(t +7) sinL, 


cos® = cosn(é+ 7) cosh — sinn(t-+7)sinL, 
sinL et cosL pouvant étre développés suivant les puissances de e. 
Représentons par les mémes lettres que pour le corps m, les quan- 
tilés relatives au corps m,, mais affectées de indice 1. Nous aurons 
PP PPP’ 


)cos® cos®, 
PQ + p'd. + p’q’,) cos® sin ®, 


XH, Hy Vi Yr Ee 1 rf 


( 
+ ( 
| 
F( 


+ (pig pq’ + pq’) cos®, sin® 
qi+qq.+9'7;) sin® sin ®, ]. 
Posons 
2 = (ppi+ p'p+ p’p’) cosn (¢ + 7) cosa, (t+ 71) 
+ (pqu + p’d. + pq) cosn (¢-+.7) sinm(t +7) 
+ (pig+ pig’ + pq’) cosm.(f +7.) sinn (t +7) 
+ (q+ 7 git q’q') sinn (t+ 7) sinn (t+ a); 


mM. 
supposons a, >a; l’expression de ——, renfermée dans Q, contient 


1,2 


cette premiere partie 


2a a 
=: My a'(: Ts + ) 


que je désigne par O. Si l’on fait, d’aprés les formules (a) et (0), 


rna(i+u), r =a (1+), 


@=—n(t+rt)+L, ®=n(t+71)+L, 
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on aura 
m dO dO 
—— = 0+ au ++ au, 
ii da da, 
d© dO 
+ L—- +L, 
ndt n, at 
eu &@o 20 au? &@eO 
“+ ++ aa, UU, + — S 
2 da dada, a, sda? 
Ll? @&#O Pi ROR tM LT S07 Oo. 
9 me dg tnn,dtdt, 2 nar ° 


© pourra étre développé en série convergente dont tous les termes sont 
de la forme 


(a) A cos(Ni-+ 2), > 
A, / étant constants et N de la forme 
IN+ UMN, 
dans laquelle z, 7, sont des nombres entiers; les dérivées de © peuvent 
étre développées de la méme maniere; enfin on en peut dire autant 
9 OP ae ff A ’ 
de w?, uu,, u?, L*, LL,, L?. Done la quantité Fioan peut étre dévelop- 
1,2 

pée en une série dont tous les termes sont de la forme («). 

mM, (2 L241 V2 + Bi 2.) 


On voit aisément que —~ = ~ peut aussi étre déve- 
2 


loppé en une série de termes de la forme («); done tous les termes de Q 
sont de cette forme. 


Sur la variation du grand axe de l’orbite d’une planéte. 


20. Les actions mutuelles des planetes font varier les éléments de 
eur mouvement elliptique, et les variations de ces éléments se com- 
posent de différents termes qu’on distingue en inégalités périodiques et 
en inégalités séculaires. Ces dernieres inégalités alterent peu a peu les 
figures des orbites et leurs positions et peuvent étre considérées pen- 
dant plusieurs siécles comme proportionnelles au temps. 

Pour déterminer les variations séculaires, il faut prendre dans Q les 
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termes non périodiques, c’est-a-dire les termes (~) du numéro précé- 
dent, pour lesquels N et, par suite, 7, z, sont nuls, et substituer cette 
partie de Q a la place de cette fonction méme dans les formules de per- 
turbation du n° 16. 

La constante t n’entre dans le terme 


A cos(Né-+ 2) 


que parce qu'elle est ajoutée a ¢ dans la partie nz de |’argument; 7 dis- 
parait done des termes constants. Or nous avons, d’apres le n° 16, 


et, sil’on met a la place de Q les termes constants de cette fonction, le 
second membre s’annule; donc le grand axe n’est assujetti & aucune 
inégalité séculaire. . 

En premiere approximation, on considere dans les seconds membres 
des formules de perturbation les éléments des orbites des planetes 
comme constants; mais, pour passer a une seconde approximation, on 
a ensuite égard aux variations de ces éléments, et |’on introduit ainsi 
dans Q des termes qui sont du second degré par rapport aux masses 
perturbatrices. Dans une troisieme approximation, on aurait égard 
aux termes du troisieme degré par rapport aux masses; mais on pousse 
rarement l’approximation jusqu’aux termes du second ordre, et & plus 
forte raison on néglige les termes du troisieme ordre. 

Poisson a démontré (Journal de l’Ecole Polytechnique, XV° cahier) 
que le grand axe de l’orbite d’une planete n’est assujetti & aucune 
inégalité séculaire, méme quand on a égard aux termes de la fonction 
perturbatrice, qui sont du second ordre par rapport aux masses; dans 
le Journal de M. Borchardt (t. 80), j'ai démontré que ce théoreme est 
encore vrai quand on a égard aux termes de la fonction perturbatrice 
du troisieme ordre. 
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SECTION VII. 


SUR LES PROBLEMES DE LA DYNAMIQUE POUR LESQUELS ONT LIEU 
LES TROIS EQUATIONS DE LA CONSERVATION DES AIRES. 


1. Nous allons nous occuper dans cette Section des problemes pour 
lesquels ont lieu le principe des forces vives et les trois intégrales des 
aires. Nous avons vu (Section I, n° 13) que ces équations ont lieu toutes 
les fois que la fonction de forces et que les équations relatives aux liai- 
sons ne changent pas de forme par le mouvement des axes de coor- 
données autour de leur origine, et les liaisons satisfont évidemment a 
cette condition toutes les fois que le systeme n’est lié a aucun point 
situé en dehors de l’origine. On sait aussi que ces équations ont lieu 
pour le systeme planétaire, si l’on prend pour origine des coordonnées 
le centre de gravité qui a un mouvement rectiligne et uniforme. 

Quoique la position relative des points du systeme varie, on peut se 
représenter & chaque instant ce systeme comme s'il était solide, et les 
trois axes principaux d’inerfie qui y sont relatifs et qui passent par 
Vorigine des coordonnées. La considération du plan qui passe par deux 
de ces axes principaux nous conduira a différents résultats importants. 
Puis nous obtiendrons des formules de perturbation tres-curieuses ; 
ces formules renferment celles qui ont été données précédemment pour 
un point attiré par un centre fixe; elles fournissent aussi celles que 
Poisson a obtenues pour le mouvement d’un corps solide qui n’est sol- 
licité que par des forces perturbatrices. Et, de la sorte, j’explique, ainsi 
que je l’ai fait (Journal de M. Liouville, 1874), la parfaite analogie de 
deux systemes de formules qui avaient été trouvées d’abord par des 
calculs différents. 
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FORMULE QUI DONNE LA TRACE DE L’EQUATEUR, D’'UN SYSTEME DE POINTS 
EN MOUVEMENT, SUR LE PLAN INVARIABLE. 


2. Etant donné un systeme de points matériels, représentons-nous, a 
chaque instant, les trois axes principaux @’inertie qui y sont relatifs et 
qui passent par le point O origine des coordonnées; désignons ensuite 
sous le nom d’éguateur un plan mené par deux des trois axes prin- 
cipaux. Nous supposons que le principe des forces vives et les trois 
équations des aires ont lieu; par conséquent, il existe un plan inva- 
riable, c’est-a-dire un plan du maximum des aires qui est fixe. 

Outre un systeme fixe d’axes rectangulaires des X, Y, Z, qui a son 
origine au point O, imaginons un second systeme rectangulaire des a, 
y, s. le plan de l’équateur étant pris pour celui des x, y et l’axe des z 
étant l’axe d’inertie perpendiculaire a ce plan. Quant a l’axe des a, il 
est mené d’une maniere quelconque dans le plan de |’équateur. 

Désignons généralement par m la masse du point dont les coordon- 
nées sont X, Y, Z dans le premier systeme et x, y, z dans le second ; 
Paxe des z étant un axe principal d’inertie, on a les deux équations 


le signe sommatoire = se rapportant a toutes les masses m, et l’on passe 
du premier systeme de coordonnées au second par les formules 


XSaxr + by + ez, 
Y=ad2e+by+c'z, 


L =a’ a + b"y +e" 2, 


a, b,c, ... étant les cosinus des angles des axes des X, Y, Z avec ceux 

des x, y, s. Désignons : 1° par.a l’angle compris entre l’axe des X et 

la trace du plan des a, y sur celui des X, Y; 2° par g langle de cette 

trace avec l’axe des 2; 3° par @ l’inclinaison du plan des a, y sur celui 

des X, Y. Les cosinus a, b, c, ... s'expriment au moyen des trois 

angles 9, 0, » d’apres les formules du n° 2 de la Section IV, et si nous 
30 
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posons, comme dans ce numéro, 
edb +c’ db’ + c” db” — Pdi, 
adc + a'dc' + a’de’=—Qdt, 
bda+ b' da’ + b’da”=Rdi, 


ces trois quantités représentent les rotations instantanées de l’angle 
triedre formé des axes des xv, y, s autour de chacun de ces axes, et 
nous avons 


| P = sin gsin@.o’ + cosq.6’, 
(1) Q = cososin@.o’ — sing.6’, 
| R= 9’+ cos@.o' 


4a] gr en! GY ‘ le Apive 0 : 
en désignant par 9’, 6’, o’ les dérivées de @, 6, ¢ par rapport a ¢. 
Enfin, en représentant par u, ¢, les composantes de la vitesse ab- 
solue du point a, y, s par rapport aux axes principaux, on a 


grhe dX ie , adY¥ aL 
a dt - dt Bate ae 
AX NS = aL 
ia ies : iat dt’ 


oak, ean vol 
Aiea * Una Bae 


3. Prenons maintenant pour plan des X, Y le plan invariable; si 
nous remarquons que lon a 


d= Sind Sing, OP== sin o'¢0so,u ic — Cos”, 


en projetant l’'axe & du plan invariable, qui est dirigé suivant l’axe 
des Z, sur les axes des x, 7, z, nous aurons 


Lm(yw— 2v) = ksiné sing, 
(2) xXm(zu — xw)=—ksin @cosg, 


. 2m(xv — yu) =kcosd, 


car, par exemple, (a — yu) dt représente l’aire, infiniment petite, 
décrite par la projection de la masse m dans le plan des x, y et autour 
du point O pendant Vinstant de. 
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Des équations (1) on déduit 


(3) sin?6 do = sing sind. Pdt + cosesin@.Qdt, 


et de la troisieme équation (2), 


sin? = = [hk?—Xm (av —yu)?]. 
t 


Posons 
Lm(ev— yu) = bh, 


a, indiquera deux fois la somme des masses multipliées par la vitesse 
aréolaire de leurs projections sur le plan de l’équateur, et Von déduit 
de Véquation (3) la formule 


(4) do — th sing sing + Qk cosg sin 


Ie a? k dt, 
1? — ob? 


qui donne le mouvement de la trace de l’équateur sur le plan inva- 
riable. 

Nous allons donner une autre forme au numérateur de cette formule. 
Nous avons les deux équations 


DNV? = 0, LM20 = 0 


a tout instant du mouvement, et, par conséquent, en les différentiant, 


5 BL pee Vins H+ Y me 
(5) Sj Ai + Ym Tae i Vine fee: 


Formons les dérivées de X, Y, Z pour les porter dans les expressions 
de u, 9, #, ct nous aurons facilement | 


dx 
“=Q2z— Ry + de! 

dy 
eR GP Pz == Ab? 

dz 


w= P¥—Qe+ o 


230 DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 


On a done 
dz d 
Snlgw— 20) = S'm( Pye —Qzxy “rae nem Raz + Pa — 20) 


1 
B= PY m(2-+ 9") +n (1G -* 2 or) — OS may: ; 


on ade méme 


Yin (zu- aw) =Q)m (2? + 3?) + S'm(: os oF) PY may. 


On déduit des formules (2) 


z l 
ksin@ sing = AP + Sm (7 “i — 2a)- OY may, 


: da dz 
hsind cose BQ-+  m(« 7: 25] PY may, 


Lm(2e+y)=A, Lm(a? + 2?) =B. 


en posant 


En substituant ces expressions dans la formule (4) et en ayant égard 
aux équations (5), on a la formule 


AP? + ek + 2 aie — Qz) a oa -- 2PQXm xy 


(6) da= —— ae mee 


qui détermine le mouvement de la ligne des noeuds du plan de |’équa- 
teur sur le plan invariable. 

Nous avons laissé arbitraire l’axe des a. Si nous prenons pour axes 
des x et des y les deux axes principaux d’inertie situés daris le plan 
de Péquateur, comme lorsqu’il s’est agi du mouvement d’un corps 
solide (Section IV, n°2), nous aurons Ymay =o, et le dernier terme 
de la formule (G) s’évanouira. On peut encore simplifier davantage cette 
formule en prenant pour axe des x l’intersection du plan de l’équateur 
avec la position infiniment voisine quil occupe apres Vinstant dé, car 
alors la rotation autour de l’axe des y devient nulle; on a Q=o, par 
suite, 
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DE L’ORDRE DU SYSTEME DES EQUATIONS. 


4. Continuons a prendre les deux mémes systemes d’axes de coor- 
données, par conséquent, le plan invariable pour le plan fixe des X, Y 
et le plan de l’équateur pour le plan mobile des x, y. Nous avons, pour 
l'expression de la force vive, 


2T = Im(u?+ v?+ w), 


et, d’apres les expressions de u, », w du numéro précédent, nous en 
concluons 


J : : : 
T= Sm (yw — 20), AL sas eesirartemey ie alg Ap Hit ala: 


dQ dk 


ou, d’apres les formules (2), 


dT Roe, A EE as id eee 
(a) ap — singsing, Fee ee aR £6088: 


D’apres les équations (1), on peut, aux variables P, Q, R, substituer 
§, 6’ eto’, et lon a 


aM Meme i Pr AL”. 
agra seat SQ = dQ in? 


cd halle Fg her dv ) 4 kes, 4 
iG ae ap sing cos dQ COS? COS = ak sin C 


CPT pater canted pea Weis, 
qe ap ¢ sin at dQ cos sin ain dk OS 


puis, en employant les trois équations (a), on a ces trois autres 


dT is. ae dT 


ede Sh celal y Seeing k GF 

ae do dat 
qui, comme les trois premieres, sont équivalentes aux équations de la 
conservation des aires. Ces trois équations remarquables ont été don- 
nées par M. Radau (Journal de M. Liouville, p. 195; 1869). 


238 DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 


5. Supposons maintenant que |’on prenne pour axe des « la trace de 
l’équateur sur le plan des X, Y, en sorte quel’angle ¢ est nul. Les po- 
sitions de tous les points du systeme seront déterminées par leur coor- 
données x, y, s par rapport aux axes variables, et par les angles @ et ¢, 
qui déterminent la position de l’angle triedre des axes les Ly Vy 2 
On a dailleurs les deux équations 


(b) LMNas=0,. Lime 0, 


qui permettent d’éliminer deux de ces coordonnées. 

Le systeme peut étre assujetti a des liaisons; mais, les trois équations 
de la conservation des aires ayant lieu, nous savons que les équations 
qui expriment ces liaisons, aussi bien que la fonction de forces U, ne 
changent pas de forme par un mouvement des axes de.-coordonnées 
autour de l’origine. D’apres cela, la fonction U et les équations des 
liaisons élant exprimées au moyen des coordonnées X, Y, Z, si l’on y 
remplace simplement les lettres X, Y, Z par les lettres w, y, 2,-on 
aura une expression exacte de U et des équations équivalentes aux 
équations de condition données et, par conséquent, la fonction U et 
ces équations sont indépendantes des angles 0 et c. 

Désignons done par g,, gs, ---, gy des coordonnées du systeme ma- 
tériel par rapport aux axes des a, y, s, réduites au moindre nombre 
possible d’apres ces équations de condition et les équations (6). En se 
reportant aux expressions de wu, ¢, w, on voit que T est une fonction 


’ ; ee Ca eae 
homogene et du second degré des dérivées oe a mF et de P, Q, R; 


donc, d’apres les expressions de P, Q, R, si l’on pose, en général, 


° a ay. t Ul , , 
Test une fonction homogene et du second degré de q’‘,, Jars ++ Qs G 
eto’; qui renferme en outreg,;g,, ., 7, el Ox Mais, puisgue lon a 


les deux équations 
dT dT 


=0, =——090, 


ag TaD, Wige 


qui permettent d’éliminer 6 et 6’, T peut étre considéré comme fonc- 
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tion seulement de g,, g.. ..., Gos 7, gamed seas Posons 
es dT seat 
dq, =P dq, —S Px» Ce aS * dq, =] ps 


et a ces équations ajoutons 


dT 

SS SS k; 

da’ 
au moyen de ces équations nous pourrons exprimer 7,95, ---+ J. @ 
en fonction de q,, Jo. -- ++ Ju» Pris Por -- +» Py CLA; nous pourrons donc 


aussi obtenirT en fonction de ces quantités. Nous avons ainsi (Section I, 
n° 18) ces équations hamiltoniennes, ou H == T — U, 


dq, dad dp, dH 


di ripe dla day 


dq, dH dp, dH 


dieApee cde * sda ; 
dc dH dk du 
Tela? Mie ea tdee 4 


Comme H est indépendant de ¢ et que & est constant, on a un sys- 
leme d’équations de l’ordre 2p. seulement; et, apres l’avoir intégré, on 
aura g au moyen de |’équation 


dod 
dt. dk’ 


qui indique une quadrature; cette équation doit revenir al’ équation (6) 
du n° 3. 

L’ordre du systeme peut encore étre abaissé de deux unités, en re- 
marquant que H = const. est une intégrale et que l’élément dé s’éli- 
mine immédiatement; Vordre est donc 2(p—1). 

Si le systeme est libre et composé de n corps, on a pw == 3n — 2, 
a cause des équations (b) et lordre des équations est 6 — 6. Si, de 
plus, la conservation du mouvement du centre de gravité a lieu, l’ordre 
peut étre abaissé & Gr — 12; ainsi, dans le probleme des trois corps, 
l’ordre est égal a 6. 
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6. On peut établir equation 


de du 


ut dk 


plus rapidement et sans faire aucun choix des variables, pouryu seule- 
ment que ¢ soit une deces variables. En effet, apres avoir remarqué que 
U est la méme fonction des coordonnées x, y, z que des X, Y, Z et que 
les équations de liaison s’expriment au moyen des premieres coordon- 
nées comme au moyen des secondes, on observera que 


T=t2m(w+v+w'), 


d’apres les expressions de P, Q, R, dépend de ¢’ sans renfermer ¢. Ainsi 
H = T — Uest indépendant de c et, en faisant 

dT 

RG 


do’ 
> 


puis exprimant H au moyen des variables adoptées, de leurs conju- 


guées et de #, puisque ¢ et & sont conjugués, on aura, parmi les 
équations canoniques de la question, les deux suivantes : 


da wd dk dliaay 
dt ak’ — a 


dt da 


Ensuite, ’équation aux différences partielles en V (Section II, n° 11) 
ne renfermant pas c, elle est de la forme 


H Pe er CR ce 
(a0 She Ye dg. ’ dqn’ a —= 1, 


et l’on en a une solution complete en faisant 
V=W+kao, 
W étant indépendant de ¢, et une solution complete de l’équation 


f aw dW 
H( qu qe so Vyas dq.’ DED, ‘dg,’ I) =i (Ir 
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ainsi l’on aura pour une des intégrales finies 


OV sue IN. en Oy 
ER he sala Tre NS ence 


g étant une constante arbitraire. 


SUR LES INTEGRALES DES AIRES. 


7. Désignons généralement par 2;, 7;, 2; les coordonnées d’un point 
dont la masse est m;, par rapport a trois axes rectangulaires ct fixes, 
et par 2, y;,, 2; leurs dérivées par rapport & 2; nous aurons, pour les 
trois équations des aires, 


2mM;(yiZ;,— 2:y7;) = const., 
LM ;( 2,4; — £;2;) = const., 


LM; xiy;— Yi x;) = const., 


dont nous représenterons les premiers membres par ©,, 92, 93. Ona, 


pour la force vive, 
2T =2m;( xi? + 7)? + 277); 


m;x',, my’, m;z', sont les variables conjuguées de x,, y;, 2;; désignons 
par g, une quelconque des coordonnées et par p, sa conjuguée, s étant 


susceptible des valeurs 1, 2, ..., 32 sin est le nombre des points; 
enfin posons, suivant la notation habituelle, 


=F} 


du dv du dy 
LM, #] ae Ce dpi dpi way? 


u, v étant deux fonctions quelconques des coordonnées et de leurs dé- 
rivées. Alors on obtient facilement les équations 


[¢2, @3| = Vis [ Ds, 9: | = 92 [M, 2 | = Os, 
Supposons qu’il existe entre les coordonnées les r équations de con- 


dition 


(1) Tio, Pao, fa, fi SS 


31 
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qui expriment des liaisons entre les points du systeme matériel, et 
posons 


Foo= Lh BW oe ye ee ls 


les coordonnées peuvent s’exprimer au moyen de 3n — r variables seu- 
lementQ,,Q:, ..., Qsn », et T peut s’exprimer au moyen de ces mémes 
variables et de leurs dérivées Q',, Q',, ... 


Posons, en général, 
< 
dT 


fon 


les fonctions uw, » peuvent s’exprimer au moyen des variables Q;, P,, et 
l’on peut former l’expression 


,  t=32— 7 


du dv du ‘o) 
>» a, dP; dP; dQ,’ 


eet 


que nous représenterons en général par [u, ¢]’. 
Imaginons qu’on exprime les fonctions 9,, ¢2, 9; au moyen des ya- 
riables Q;, P;, et examinons les trois expressions 


[ 2, Q3|'s [¢s, gi], [ Pr» 2]'- 


Désignons par / une fonction quelconque des variables q;, p;, et nous 
aurons, d’apres une formule donnée précédemment (Section VII, n° 13), 


(2) [Ys Ps)’ [4 Qa pf + pa fat. par fir], 
Per) ery - +> Poy Etant donnés par les 2r équations renfermées dans 
celle-ci : 

(3) [fis fs} es + Uf fe] oa e+ far fe] or = Lfes Pa 


ous est susceptible des valeurs 1, 2, ..., 27. 

Si s n'est pas plus grand que 7, la fonction f, désigne le premier 
membre d’une des équations (1); elle ne dépend que des variables g; 
OU x;, Yj, 3;, et |’on trouve facilement 


Unal=y (uF - 56). 
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Or, par hypothese, l’équation f, = 0 ne doit pas changer par le mou- 
vement de rotation du systeme de coordonnées autour de l’axe des z, 


et il en résulte 
1) AOAC) Come 
de iene 


on a donc, sis nest pas plus grand que r, 


(4) Lf @3] = 0. 


Je dis ensuite que cette équation a également lieu si s est > r. En effet, 
on a l’identité connue et facile a vérifier (Section II, n° 25) 


(HL fl: 5] + [Les HL £1 (Lf 93] HW] =o. 


Sis est supposé n’étre pas plus grand que 7, on a l’équation (4); et, 
puisque , = const. est une intégrale du probleme, on a [H, 9;] = 0; 
donc le deuxieme et Je troisieme terme de lidentité sont nuls, et elle 
se réduit a 

bases 0, | — 0. 


On a donc enfin |’équation (4) pour s =1, 2, ..., ar. 

Il résulte de 1a que les seconds membres des équations (3) sont nuls; 
done on satisfera 4 ces équations en prenant p,, po. ..., Bo, tous égaux 
a zéro, et l’équation (2) se réduit a 


[b, 93)’ =[Y, %s]3 


on obtient deux autres équations en remplacant dans la derniére 9, 
par 9, et 9). On aura, en particulier, les trois formules 


[¢ ¢s}’=[92 92], [9 9)’ =[¢ 1], [9 2)’ =Lo. 92]3 
et, par suite, on aura aussi les formules suivantes: 


Lo ¢)’=9 [ey ei]’=o [o1,9:]'=9s, 


que Jacobi a données (Nova methodus, etc., § 51, t. II de ses Mémorres, 


ps.234) 


ahh DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 


ANALOGIE ENTRE. DEUX PROBLEMES. 
8. Désignons par qi, 2; +--+» J» les coordonnées du systeme matériel 
réduites au moindre nombre possible, d’apres les équations de condi- 
lion, et par py, Po, «--, Px les variables conjuguées. Soit 


H=T—U=/h 


l’équation des forces vives, 2 étant une constante arbitraire, et soient, 


comme ci-dessus, 

G1 = pr O, = Bo, g=6 
les trois équations des aires, 6, 6,, 6. étant aussi des constantes arbi- 
traires. 

D’apres ce que nous avons vu a la fin du numéro précédent, on a les 
trois équalions 
(r) [eel oue Teer =eae “Pets i oe 


\ 


Posons 
L=Voi +9: + 3, 


nous aurons les trois équations 
(2) [H,g.]=0, [H,L]=0, [9,L]=-0, 
les deux premieres ayant lieu parce que 

oss ronst:;  ==const: 


sont deux intégrales, et la troisieme étant une conséquence des équa- 
tions (1). Posons les trois équations 


(3) Hh @;, = 6; Leah; 


ot. h, 6, & sont des constantes arbitraires. Par l’origine menons une 
normale au plan invariable et portons, & partir de ce point, sur cette 
droite une longueur égale a £, qui est awe du plan ingariable ; la con- 
stante 6 désignera la projection de cet axe sur l’axe des z (Section I, 
n° 15). 
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Il y a deux problemes qui ne dépendent que de trois variables 4,, g2, 
Jz, et pour lesquels ont lieu le principe des forces vives et les équa- 
tions des aires : c’est celui d’un point attiré par un centre fixe et celui 
du mouvement, autour d’un point fixe, d’un corps solide qui n’est sol- 
licité par aucune force extérieure. On peut alors tirer p,, p., Ps des 
équations (3) en fonction de q,, qo, qs, et, si l’on pose 


Vea f(pidqi + prdqr+ pr dqs), 


d’apres un théoreme connu (Section If, n° 19), les intégrales finies 


seront 
dV _ 


ee dV 2 dV 
| eras 


ies —— =, 


ae Le 


t, 1, d, étant trois nouvelles constantes arbitraires. 

Il est intéressant de montrer que ces deux problemes peuvent étre 
traités suivant la méme marche de calcul; mais, pour le second pro- 
bleme, qui se rapporte au mouvement d’un corps solide autour d’un 
point fixe, on serait conduit par cette marche a des opérations beau- 
coup plus compliquées que ne le nécessite la question en elle-méme. 


SUR DES RELATIONS EXISTANT ENTRE SIX ELEMENTS DES INTEGRALES. 


9. Supposons ensuite que le probleme de Dynamique dépende de 
plus de trois variables. On peut aux trois intégrales (3) ajouter n — 3 
autres intégrales, de maniere 4 former le systeme d’équations 


(4) ipl === (ps By =i Yi /,) on On) |e peye= eie 


résolues par rapport aux constantes arbitraires et satisfaisant aux 
nin—t Crees D 
aes conditions renfermées dans la formule 

[H, Hi, | == 0, 


ou 7, s désignent deux quelconques des nombres o, 1, 2,...,m—1. 
La premiere intégrale est celle des forces vives, la deuxieme l’équation 
des aires pour le plan des x, y, en sorte que la constante /, est égale 
a 6, la troisieme l’équation L = &, en sorte que h, estégal ad. Alors, 
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si l’on tire des n équations (4) les quantités p,, po, .--, Pn en fone- 
tion de q,, go...» Jn et qu’on les substitue dans |’expression 
V eg AG dq, ae /Ue dq: Sipe stn den dqn), 
on aura les intégrales finies 


dV dV dV dV 


(5) =r =t | a 7 Mage tony dha 


et les quantités 
h, lie 6,7 heh, a ee 


6 
| ) ps5 i Lb, oar) (er 


forment un systeme d’éléments canoniques, c’est-a-dire satisfaisant 
aux équations 
(His ie es uit Ne 0, Ns We ao a ld yd eet 


i, s étant susceptibles des valeurs 0, 1, 2,..., nm —1, mais différents 
entre eux (Section II, n° 22). Ainsi l’on aura en particulier 


[PeebeOye  L | S0, Ae, e eae Oe 
ce qui n'est autre chose que les équations (2), et ensuite 
(ry his 1, [Beeler VG z=. 

Prouvons ensuite que l’élément /, peut étre supposé égal a a, a élant 
la longitude du noeud du plan invariable sur le plan fixe des a, y. Pour 
cela, établissons les équations 
(7) th ela o,- a, Clete i, cee Oe te On 
Supposons l’axe des a mené suivant l’origine des longitudes et |’axe 

° . Tv pan . . . 
es y suivant la longitude -; désignons par y I’ S 
des y suly a longitude ~; désignons par y Vinclinaison du plan 
invariable sur celui des aw, y, nous aurons 
B.=sksinysine, 6.=—sksiny cose 
et, par suite, 


By BidBs — Bs dBi, 


tanga =— >, aoe 3 


Po Bi + B; 
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il en résulte 
(A, a] = =O Th, Bi] — ae Pas [ih Bo =0 
Braet : | 
car on a [h, 6,] = 0, [A, B,] =o, de méme qu’on a [A, 8] =o. 
2° Ona 


[B, @] = a? +B LB, 62) — 6? + B? [6, Bi]; 


or, d’apres les équations (1), 


[8, PJ=—6., [B, Bi] = Bes 


il en résulte 


3° Ona 


or, de méme qu'on a [k, 8] = 0, on a aussi [4, 8,) = 0, [ 4, Bs] = 0; 


donc 
tie | == 0. 


4° Enfin, puisque l’on a[t, 6] = 0, quel que soit d’ailleurs le choix 
que l’on ait fait des variables g;, p;, on a de méme 


[rerOe) = One Al Or |= On 
6, 


et, comme on a tanga = — =, il en résultera 
2 


6 


(es pedle=t 0. 


Ainsi, toutes les équations (7) sont démontrées; or elles reviennent, 
comme on sait (Section VII, n° 9), aux suivantes : 


da” da da da 


Athan Padi eden eh ah 


=090;5 


on a donc 
Be melee LOMCUm Mone Noy. cara gt amin Capel lg crete Cpe): 


la fonction du second membre est arbitraire; on peut la prendre égale 
a zero, et alors on ad, = «@. 
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10. Je vais maintenant démontrer que l’élément 7, du systeme (6) 
d’éléments canoniques peut étre pris égal a la constante — g, quis’ajoute 
a langle o obtenu par une quadrature (n° 4). 

Imaginons une sphere dont le centre soit 4 l’origine des coordonnées; 
elle est coupée par le plan des x, y suivant le grand cercle DB, par le 
plan invariable suivant le grand cercle CA; enfin, par l’équateur sui- 
vant le grand cercle AB (fig. 4). 


Fig. 4. 


7 


A 


— 


=D 
rc as 
ze i 


Convenons de compter l’arc o A partir du point C, alors on aura 
CA = a; si Dest le point 4 partir duquel on compte les longitudes, on 
a DC = a. Désignons l’are CB par x; enfin, sur le grand cercle CA, 
prenons, a partir du point C, CP égal a g. 

L’angle aigu ACB représente l’inclinaison y; supposons les longitudes 
comptées positivement de C vers B, alors sur la figure « est positif. 
Comptons positivement les arcs sur le grand cercleCA dans le sens de la 
fleche; alors, en ayant égard au signe, il faudra faire CP = — g, g étant 
négatif, et l’on aura 


PA=¢— g. 


Supposons que le plan des x, y tourne autour de la ligne des neeuds, 
jusqu’a ce quwil vienne coincider avec le plan invariable; & la limite, 
l’inclinaison y sera nulle et 6 = cosy deviendra égal a &; l’arc CB 
ou x deviendra égal 4 CA ou c, et, si l’on suppose qu’a la limite PC 
est égal 8 DC, ce qui est permis, on aura aussi a la limite g= — a; 
or 6, « sont constamment deux éléments conjugués : done £, — g sont 
également deux éléments conjugués a la limite; par conséquent, l’élé- 
ment 2, du tableau (6) peut étre pris égal 4 — g, pour cette limite. 

Ainsi lon a 2, = — g, quand le plan des a, y est venu coincider avec 
le plan invariable, et je dis maintenant que /, peut étre pris égal a — g, 
quelle que soit la position du plan des x, y mené par l’origine. 

Les éléments /,, 2;*du tableau (6) forment un systeme d’éléments 
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canoniques, dont les six premiers sont 


Reis l=, i= 
pair. lig==nccls ls 


Désignons par h;, Z; ce que deviennent les éléments ;, /;, quand le 
plan des aw, y, apres avoir tourné autour de la ligne des neeuds, vient a 
coincider avec le plan invariable; nous aurons 


eae 


les éléments ; , /; s’étant confondus avec h’,, Z,. 

Les deux quantités 6, « sont suffisantes pour déterminer la position 
du plan invariable, qui passe par l’origine, par rapport aux axes de 
coordonnées. Done on peut regarder A,, /,, hy, 4, ... comme indépen- 
dants de la position du plan invariable par rapport & ces axes, et, par 
suite, lorsque le plan des w, y, apres avoir tourné autour de la ligne 
des noeuds, aura coincidé avec le plan invariable, on peut supposer 
que A,, 1,, hz, /,, ... restent les mémes ou qu’on a : 


els, ho =the, 
[=e ees 


donc, réciproquement, si l’on a d’abord calculé les éléments /,, l’,, 
ha» bg,» -0n, pourra lessprendre pour lés éléments 25.la5 ts sats n= 0 
et, en particulier, puisque l’on a Z, = — g, on a également /, = — g. 

On peut arriver plus rapidement a ce résultat de la maniere sui- 
vante : 

Continuons a désigner par a l’arc CA, et représentons par ¢, l’arc PA 
quia été désigné par ¢ au n° 6; on a, d’apres ce numéro, pour une 
des intégrales du probleme, 


ee E 


LV dW 
dk 


dk 


+. ¢,=E, 


—  étant la constante quis’ajoute 4 ¢,; cetle équation représentera la 
troisieme des intégrales (5); on a done /, = H. 
Or on peut supposer que ¢, — EH représente l’are AC; il suffira, pour 


32 
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cela, d’ajouter & W une constante convenable qui renferme & en fac- 
teur, ce qui est permis; alors E sera égal 8 PC = — g; on aura donc 
bien d= =z. 


141. On adone, enfin, le théoreme suivant: 


Supposons un probleme de Dynamique pour lequel le principe des forces 
vives et les trois intégrales des aires aient lieu. Désignons par h la con- 
stante du principe des forces vives, par k la grandeur de axe du plan 
invariable, par « la longitude de la trace C du plan invariable sur un 
plan fixe, par f la projection de k sur la normale a ce plan fixe, part 
la constante qui s'ajoute au temps t par Vintégration, enfin par g la 
distance angulaire du neud C a un point fixe du grand cercle déterminé 
par le plan invariable sur la sphére dont le centre est a Vorigine. Alors 
les six quantités 

vie oe Hie 


Be = 5 se 


forment trois couples d’éeléments canoniques conjugues, ¢ est-a-dire qu ils 
satisfont aux quinze equations suivantes : 


eee eer ae 5 er cae ee eats 
[Ay Slo: hp elon leet Nea leao, 
[end peesOg, Sie cecteao yc, Op eat, 
[6,k]=0, [8,.g]=0, |[#, k]=o, [a, g]=o 


SUR DES FORMULES DE PERTURBATION. 


12. Supposons que I’on soit parvenu a intégrer les équations diffée- 
rentielles d’un probleme de Mécanique, dans lequel ont lieu le principe 
des forces vives et les trois intégrales des aires. Concevons ensuite 
que l’on ajoute aux forces de ce problime des forces perturbatrices: 
désignons par + Q la fonction perturbatrice; alors on passe des équa- 
tions différentielles canoniques du probleme précédent, 


dq s dH dq. __ di 
Cie ap. Wit ane dp,’ ; 
dp bn dW dp, __ dit 


dre tig, ar” aga 
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a celles du probleme actuel, en y changeant U en U --Q ou Hen H+Q; 
Q est-une fonction des quantités ¢,, pi, et, en remplacant les ¢;, p; par 
leurs valeurs résultant des intégrations, on aura Q exprimé au moyen 
de ¢ et des constantes 


h, Ci | sooB | ean (epee a) feel 


Conta CO 5 minen oh bs, Uy vey bor 


(1) 


Dans le second probleme, on conserve la méme forme aux expres- 
sions des g;, p; que dans le premier, mais les constantes (1) qui y sont 
renfermées sont alors considérées comme des éléments variables, et, 
d’apres un théoreme connu (Section VII, n° 8), ces éléments satisfont 
a un systeme d’équations différentielles canoniques, dont je ne marque 
que les six premieres 


diners dO eae ae 

Gita de Gad. 

diy eae da. oe gO 

(2) dite ae ia. | Slee. doy 
| dp Oe Aes 40 AD 

ae dg’ di em 


Ces six équations ne permettent pas, en général, de déterminer les six 
quantités 
ip B, Hee 
(3) 


T, + &, caer 48) 


parce que © renferme, outre ces quantités, encore 6n — 6 éléments 
variables 


Vig Bike siemees RAL 
(4) | 


Eee eee come lene 


Toutefois, si toutes ces quantités varient tres-lentement, on pourra cal- 
culer les éléments (3) avec une grande approximation, pendant un 
temps assez considérable, & l’aide de quadratures. 

On n’a plus que les six éléments (3) dans le cas d’un point attiré 
par un centre fixe et dans celui d’un corps solide qui tourne autour d’un 
point fixe et qui n’est sollicité que par des forces perturbatrices; ils 
sont, par conséquent, complétement déterminés dans ces deux cas par 


les équations (2). Pour le premier probleme, le plan invariable devient 
32. 
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celui de l’orbite, et l’on retrouve les formules de perturbation qui ont 
été obtenues (Section VII, n° 15); la quantité g, il est vrai, peut pa- 
raitre avoir une autre signification, mais nous reviendrons plus loin 
sur la signification de cette quantité. Pour le second probleme, ces 
formules de perturbation reviennent a celles que Poisson a données 
(Journal de I’ Ecole Polytechnique, XV° cahier, p. 336). 

Il n’est pas indispensable que les 6 — 6 constantes qu’il faut ajouter 
aux six constantes (3), pour obtenir toutes les constantes arbitraires 
des intégrales, forment un systeme d’éléments canoniques; il suffit évi- 
demment, pour appliquer les équations (2), que © soit exprimé au 
moyen des six éléments (3) et de 62 — 6 autres éléments qui soient 
fonctions des éléments (4), sans étre fonctions des éléments (3). En 
désignant donc par s un quelconque de ces nouveaux éléments, il 
devra satisfaire a ces six équations 


[ve sh 0, ult; ses ees S05) eas) == O ae, Se nO.s pens eer 
car ces équations (Section VII, n° 9) reviennent aux suivantes : 


ds ds ds ds ds ds 
a === —- — S50) 


13. L’élément z ne se trouve dans © que par ¢ +t, et, sans que l’on 
soit obligé & aucune attention pour la détermination des constantes, 
elles seront indépendantes de t, de sorte que l’on aura la premiere 
des équations (2) 
dh dQ 


(5) dt de 


quel que soit le choix que l’on ait fait des éléments, outre A et t. 

Si l’on examine le mouvement du systeme par rapport au plan inva- 
riable, les 2 — 2 constantes que l’on obtiendra par les intégrations 
seront indépendantes de 6, ~; on en peut encore conclure la deuxieme 
ligne des formules (2) 


6 dp uiatay dQ, da dQ 
(6) ton ha te Oe dp’ 


sans étre obligé de choisir les autres éléments. 
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Si l'on introduit, selon ce qui a été dit au n°10, ¢ parmi les variables 
du probleme ou la fonction de forces est U seulement, ¢ s’obtient, apres 
toutes les autres variables, au moyen d’une quadrature, et g est la con- 
stante ajoutée & cette quadrature. Il est donc évident que toutes les 
constantes obtenues dans les intégrations qui ont précédé sont indé- 
pendantes de g, et l’on aura la cinquieme des équations (2) 

; dk dQ 
(7) dhs dg ? 
pour déterminer la variation de & dans la perturbation du systeme. 

Pour indiquer une application des formules précédentes, supposons, 
par exemple, qu’un corps, en s’approchant de notre systeme planétaire, 
vienne a le troubler; alors on prendra pour origine des coordonnées 
le centre de gravité du systeme dont le mouvement est rectiligne et 
uniforme, et l’on sait que le principe des forces vives et les trois inté- 
grales des aires auront lieu (Section I, n° 14). Les formules (6) et (7) 
permettront de calculer le déplacement du plan invariable. En effet, au 
moyen de ces formules, on peut calculer la variation de la longitude « 
du plan invariable et les variations de & et @; par suite, on peut cal- 
culer aussi la variation de Vinclinaison y du plan invariable donnée par 
la formule 

cosy = ° 2 
i. 

14. Calculons la rotation élémentaire du plan invariable autour de 
son axe, que nous désignerons par dg’. Si le neeud du plan invariable 
sur le plan fixe était immobile, on aurait évidemment dg’ = dg, 
mais, ce neeud élant mobile, on peut considérer, dans le probleme du 


Fig; 5. 
m,/ ae 
ae om 1 
Dd 
fetes Seles et ae 
SAG 


mouvement troublé, le plan invariable comme ayant, dans l’instant dz, 
un premier mouvement de rotation autour de son intersection avec sa 
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position infiniment voisine et un second mouvement autour de l’axe de 
ce plan, que nous avons désigné par dg’. 

Ainsi, soit L (fig. 5) Vintersection du cercle Cm qui représente le 
plan invariable et de (,m, la position de ce cercle apres l’instant dé, 
et soit DC le grand cercle sur lequel sont comptées les longitudes; sup- 
posons que le point m du cercle Cm, par suite de la rotation dg’, soit 
venu en m,. Nous aurons 

dg'= Lm, — Lm, 
ds = C,m,— Gm, 
dacosy = LC, — LC; 


et, par suite, 
dg'= dg + cosy da. 


D’apres les équations (2), on a 


dg = — de dis dae 3 


dk 
on en conclut done, pour la vitesse angulaire du plan invariable autour 
de son axe, due a la perturbation, 


dt; 


dg’ dQ dQ 


Ge sda daw 

15. Revenons au probleme d'un corps attiré par un centre fixe; le 
plan invariable devient celui de l’orbite, l’équateur un plan quelconque, 
passant par le rayon vecteur mené du corps au centre fixe; la quantité 
que j'ai désignée (n° 10) par ¢ représente l’angle compris entre la ligne 
des neeuds et le rayon vecteur; g est ]a distance angulaire au noeud 
dun point fixe quelconque de l’orbite, lequel est ensuite censé se mou- 
voir en vertu de la perturbation. Mais je dis que l’on peut aussi prendre 
pour g la distance angulaire du périhélie 4 la ligne des neeuds et que 
les éléments troublés seront encore fournis par les équations (2). 

‘Faisons, pour ce probleme, le calcul indiqué au n° 8, avec la sim- 
plification qui résulte de la supposition que les coordonnées se rap- 
portent au plan de Vorbite, ce qui les réduit & deux seulement. 

Formons les deux équations de ce numéro 


H=h, L=s; 


a 
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en désignant par rle rayon vecteur mené du centre au corps, et prenant 
la masse du corps égale a l’unité, nous trouverons facilement qu’elles 
se réduisent aux deux suivantes : 


Kn représentant par 7” et o’ les dérivées de ret ¢@ par rapport a é, ona 


ites yee sty 
| a rea) p2= 5 ee ome 
7) 


et ces deux équations deviennent 


if z 
pit “aP2 oe aie he: 


expression V = f (p, dq, + p2dq2) devient 


Vero ie y/2U 2h ar, 


ep etant une constante, et l’on aura les deux intégrales finies 


BV > dV 


- ——— 


a SS eas a, 
(4) dh aise Girne 
qui peuvent s’écrire 


rdr 


a/ 
= Oe ee a ames =e = ee 
Jp VY2Ur+ 2hr— Ie 


n i kedr 
wa dy ry2U r+ 2hrt— Ie 


i 


(6) 


Si, au lieu de prendee pour ¢ une valeur constante déterminée et indé- 
pendante de h, A’, on prend pour ¢ la valeur minimum de r, laquelle 


, 


satisfait a ’équation 


Wray 
(c) SOON aa Os 


ou U est fonction der, les deux équations (a) se confondront encore 
avec les équations (0). En effet, quand on prend pour p une quantité 
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dépendant de h, k, les seconds membres des équations (4) doivent, en 
général, étre augmentés de nouveaux termes; mais ces termes ont pour 
facteur 


/ 


2 
{fir ah—<, 


U, étant le résultat de la substitution de p a la place de r dans U, et, 
par conséquent, ils s’annulent si ¢ est racine de l’équation (c). 
En faisant r= p dans les deux équations (0), ona 


c’est-a-dire que g représente la distance angulaire du périhélie au Le 
et — tle temps du passage du corps au périhélie. 

Nous voyons done que les intégrales sont exactement les mémes 
quand on prend pour g la distance angulaire du noeud, ou a un point 
fixe du plan de lorbite ou au périhélie. Il est évident qu'il en sera de 
méme pour un systeme plus général de coordonnées ow |’on aura trois 
intégrales 
(d) ay =t+t gy =— 24 ay. =e 

dh "ad td ahd AEE 


au lieu de deux seulement. 

Done, enfin, les six équations canoniques (2) du n° 12, relatives au 
mouvement troublé, qui se déduisent des trois équations (7d), subsistent 
encore, en prenant pour g la distance du neeud au périhélie, et pour 
—t le temps du passage du corps a ce point. Ainsi l’on voit que le 
périhelie a le méme mouvement angulaire qu’un point du plan de l’or- 
bite, regardé comme fixe dans le mouvement non trouble. 


SUR LES FORMULES DE PERTURBATION RELATIVES A UN SYSTEME DE POINTS 
POUR LEQUEL ONT LIEU LE PRINCIPE DES FORCES VIVES ET UNE INTEGRALE 
DES AIRES. 


16. Supposons un systeme de points pour lequel l’équation des forces 


vives 
H=h 


soit applicable, ainsi que l’équation des aires par rapport & un plan 
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que nous choisissons pour plan des a, y. Soit 


1b Sesh 
cette seconde équation. 
Nous avons examiné ce systeme de points (Section II, n° 27), et, 
adoptant des coordonnées polaires, nous avons posé 


Ba TCOSO, 94 =='7 SING, 


en désignant par 6,, 9, ..., 9; ce que devient @ pour chaque point 
matériel; nous avons vu alors que, si |’on substitue aux variables 6,, 
G5, ..., 9, les variables 


Peo OL, ete oe ot ye | Ge ee ae OL Oy, 


la variable 9, n’entrera pas dans H, qui contiendra seulement sa dé- 
rivée @,, et que 
a == CONS: == 7; 
s ) 
représente l’intégrale des aires. 
Si nous formons |’équation aux différences partielles en V, apres 
avoir réduit les variables au moindre nombre possible au moyen des — 


équations de condition, nous aurons une équation 


dV dV dV 
H dis G25 +> » Tuy dq. reg dq, ii.) = 


qui ne renferme pas la variable 9,, et l’on pourra prendre pour solution 
complete 
V=W+Ah,9,, 
W étant une fonction indépendante de 6,. 
Done, parmi les intégrales du mouvement, on a les deux équations 


aNNe. dV 
=! 


z et J étant deux constantes arbitraires, et ces deux équations peuvent 
s’écrire 


aw dW 
(a) Gpe it ee i a 


33 
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done 6, n’entre dans les intégrales du mouvement qu’ajouté a la con-— 
stante — J. 

Si l’on suppose ensuite que la fonction H soit changée en H+ Q, on 
aura parmi les formules de perturbation les quatre suivantes : 


dh dQ dz _ aQ 
di, 2. aes hte ah 
dh = =—§dQ_—s dl ___ dQ 
Wi ah ena clin. 


h, étant le double de la vitesse aréolaire autour de l’axe des z, et — J, 
comme nous avons dit, la constante qui s‘ajoute a 0,. 

Dans le cas du pendule simple, le nombre des coordonnées se réduit 
a deux, qui sont l’angle du pendule avec.la verticale et l’'angle que fait 
le plan vertical qui passe par le pendule avec un plan vertical fixe; le 
dernier de ces deux angles se substitue ici a l’angle 0,. Done les quatre 
dernieres formules suffisent pour déterminer les perturbations du pen- 
dule simple. 


Sur le mouvement du pendule simple dans lair. 


17. D’apres les notations adoptées dans la théorie du pendule simple 
(Section III, n° 9), nous devons faire 4, = D, /=E dans le numéro 
précédent, et nous avons pour les formules de perturbation du pendule 
simple 


dh dQ dr _ dQ 
ae ee are ali” 
Ay gD. ge “ab dO 
dic Sah "at aD 


Nous voulons calculer les variations des quantités A, z, D, E, prove- 
nant de la résistance de l’air. Alors la fonction perturbatrice Q n’existe 
réellement plus; mais nous considérons une expression différentielle 
que nous représentons par 0Q, dans laquelle nous prendrons les coeffi- 
cients de dh, dt, JD, DE comme des dérivées de Q, pour former les 
équations précédentes (Section VII, n° 5). D’apres ce que nous avons 
vu, nous devons poser 


—dQ= Xdx + Yoy Zoz, 
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X, Y, Z étant les composantes de la résistance; cette résistance agit en 
sens contraire du chemin parcouru par la masse du pendule; comme 
elle s’annule en méme temps que la vitesse ¢ de celte masse, il est na- 
turel de la supposer de la forme Xv + po", d et p. étant des constantes, 
lorsque la vitesse ¢ n’est pas considérable. Donec, en désignant par ds 
Pélément de la trajectoire, on aura 


— 80 = (20 + pot) (— Fon — 7 ay — Zaz 


@na ds ele 
2 dy az 
dQ, == (A+ 0) (FF da + a 1.0% 
: By) lt dt # dt 
Or ona 
z=rsinbcoso, “y=rsinvsing, z=rcost, 


et l’on en conclut, par une transformation facile, 
(2) OQ = (A+ po) (rudd + r’sin?d.o' dg), 


les accents indiquant les dérivées des quantités par rapport a ¢. 

Au reste, cette transformation peut se faire d’apres une formule gé- 
nérale qu’il est bon d’indiquer. Soient ¢,, gs, g3 les nouvelles variables 
que l’on substitue 4 x, y, 2; x, y, 3 sont des fonctions de g,, go, Ya» 
et, en les différentiant, nous aurons 


dx = Adq, + Bdq. + Cdq;, 
dy = A’dq, + B'dq. + C'dqs, 
dz — A"dq, + B’dq.+C'dgq;. 


Remplacons dans ces formules d par 0, puis formons la quantité 
dx dx + dy dy + dzds; elle sera de la forme suivante : 


( dxdx + dy dy +- dzdz = Ldq,0q, + M(dq. dq. + dq.0q1) 
l + N(dqidq3 + dq30qi) --.... 


On peut dans cette formule remplacer 0 par d, et l’on a cette autre 
équation 


dz? +- dy? + dz? = Ldq{ + 2Mdq.dq. + 2Ndq, dq; + 
oon 
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Le premier membre est égal & 2T de’, T étant la demi-force vive; on a 
done 
aT 
Ldq, + Mdq. + Ndq;= Ga dt, 
{ 


Ti+ Jor Jq Ctant les dérivées de q,, go, 73 parrapport a ¢. On obtient 
ainsi le coefficient de 0g, dans le second membre de (3), et l’on en 


conclut 
ais. dT dT ) 
dt. 


= == 0q2 + Sah Og: 


dxdx« + dy dy + dzdz = & Og dq’, dq’; 


Si nous revenons au pendule simple, nous avons 


vy 


ah a ot 
r= — (sin?) .o”? + wy”); 
et nous retrouvons la formule (2) 


18. Pour continuer les caleuls, supposons les oscillations tres-petites. 
Nous avons trouvé (Section III, n° 12 et 13), en posant 


les formules 
v= f? cos?a + f? sin’c, 


f + ahs Bets fof sing cosa 


— E=are tang (4 tan o es ; 
: ane : fe cose + f? sin?c 


En différentiant } et 9 par rapport aux constantes devenues va- 
riables, et négligeant dans la seconde équation les termes du second 
ordre par rapport a fet /,, nous aurons 


vob = fdofcos?c + fidfi sin?a + (f? — f?) /é sing cosadr, 
s 
E SO = fig 


+t - — = SING COSo- 
f? cose +f? sin’ 


N d 
09 — 20 


On en déduit, d’apres la formule (2), 


2h! o 
| o=F+n0 a [Fafeoste +f of; sin? o + /8 (f? —f?) sine coseér | 


(4 


ee ee Oe Cee a: \ 
| + (A+ py) r?sin?d.o (3B aud pe ae usecase). 
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Les quatre équations (1) peuvent étre remplacées par la suivante : 


(5) woe pea nee a San + OE ap = a0. 
Or les quantités 


2 / 2 
a=reosf=r(i— £2), b=reosfi=r(1—£), —e=-—r 
/ 


étant racines de |’équation 


(ma) (245) —- 2 So 
BA = JS 
(Section III, n° 10), ona 
(6) r(i- Ff) 2S, 
5 


on a aussi, d’apres le n° 13 de la méme Section, 
D=/gr' ff. 
En différentiant ces deux équations, on a 
dh= gr(fdf+fidf), Wager (fidf+fdfi). 


On peut done mettre l’équation (5) sous cette forme 


df df, ler emer 
(9) eae Ef yen — Ver (f fi dt tf) 2 
7 
| ge & (rar + fan) + Ver SE nap + sapaao. 


Exprimons 0Q au moyen de a seulement. 
D’apres |’équation de la force vive, nous avons 


22 . 
i -- (p+ P79’) = gr cosy +h, 
gry 3 er +h) 
or, d’apres l’équation (6), on a 


2(gr+h)=er( f?+f?), 
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et il en résulte 


Wie arf COSTA te pee beSvAL | aot) 


(a) ees i var bet, 


D’apres l’équation des aires, on a 


) yo =k ay/4 ip. 


De l’équation (a) on déduit 
ee Yo!) = grf? — gr( fi —f?)sin’a, 
Ya Give) +8 fi — 8 (fi— fi) sina, 


et en ayant égard a |’équation (d), puis simplifiant et extrayant les 
racines carrées des deux membres, on obtient 


¢ fro ACh: =f?) sing cose | 
a : Ve Vii (f?—f*) sine 


D’apres les équations (a), (0), (c), si l’on pose 


== J ie sin’c, 


ae : — (icy Jemoeose 
A= (A+ pf ver A)y V8" + (f?— f?)sin?o’ 


B= (A+ pfivgr A) Ver ff. 


on aura, au lieu de l’équation (4), 


- 


OO =A ( feosteaf +f sin?o df, + 3 (ff? — f?) sine cose é2) 


___ fifi Saf 
+ B(3E Beka og ie a ) sin?a 


sing cos a) F 


Si nous égalons ensuite les coefficients des variations dt, dE, of, of, 
pris dans chaque membre de |’équation(7), nous obtenons les quatre 
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équations suivantes : 


df dfit. A eles. eth, 
sh + fi File rag (f? —f?) sing cose, 
gr 
df df, B 
Ig net ter ae 
a 


Bf, sing cose 


arf 7 + Ver fi a = A fooste Fie FFELP ee 


Bfsine cose 


dt a aay aes 
Br hia, hs Vg ai ais. A fisin Cre = f? Ee (f? — f?) sin?e 


Résolvons ces quatre équations par rapport aux dérivées de f, f,, t 
et E; puis remplacons A et B par leurs valeurs, et nous trouverons 
facilement 


sin?¢ cos? 


Bo (an npivgra) AU fl prxtge panee + por 


a (A+ uhvgra)| SUF DP) y Spas + P| 
aa ~ pe sing coss(A+pfivgrA), 
e = 4/¢ foe singcosa(A+ pf, vgrA). 


Regardons ¢ ou 


cay /Ele+e) 


comme seul variable dans les seconds membres de ces formules, et elles 
permettront de déterminer f/f, /,, E, t & l'aide de quadratures. Les deux 
premieres formules exigent l'emploi des intégrales elliptiques, mais 
les deux autres donnent 


E=— - aif 2 Z| En cosaa) + ste i (1 a)|, 


i amet as X ir 20 ae Ne 
ct AH HOSP Neary pampa a. 
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19. Le calcul de fet f, déterminera les variations des demi-axes de 
l’ellipse décrite par l’extrémité du pendule. Pour z= —7t, ona g= E, 
v =f; ce qui correspond au petit axe de ellipse; done la formule qui 
donne E exprime la variation de l’azimut de cet axe; mais on doit re- 
marquer que, pour c = 7, la quantité E est nulle comme pour ¢=0; 
ainsi, apres avoir tourné de deux angles droits, le plan vertical du 
pendule occupe la méme position que s'il n’y avait pas de perturbations. 

On voit done qu’une oscillation s’accomplit quand 9 — E s’accroit 
de z; d’apres l’équation . 

 —E= arc tang (F lang c| : 
¢ s’accroit aussi de z; d’ailleurs z reste le méme; il en résulte, d’apres 
la formule 


& 
o=4/8(e+2), 


que la durée d’une oscillation est x \/o comme s’il n’y avait pas de 
co) 


perturbation. En ajoutant le terme complémentaire trouvé (Section III, 


n° 12), ona 
ete! Tayi fi +f. 
stan /2 (4 a ) 


pour la durée des oscillations du pendule qui se meut dans I’air aussi 
bien que dans le vide. 


20. Le probleme se simplifie beaucoup dans le cas ott le pendule 
osc:lle dans un plan vertical. On a alors 
wef; sing, 9=—0, 
et, en désignant par la caractéristique d les accroissements provenant 
de la variation des constantes, on a 


ov = of, sine + f, /é cos¢ Ot. 


On a ensuite 


Bel hen erie wr ,,[/sin3e eae 
f= — Mila ty/esinae | 4 a 3 Rani 


Ar pe fir fe cos3¢ \ 
ores hose no tee 
4g 4 Vs ( 3 Pee 


ro) 


/ 
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on en conclut 


IN cae Ge Aa of? 
ay = — hE sing — Mh /* cose +B (cos2g + 2C0Sc), 
2 2 g 6 


et l’on obtient, enfin, 


it i 


ea) 9 A r 
b= fre * (sine —4 — cose |+ + arf? (cos2g + 2c0Sa) 
ro) 


pour la formule qui exprime le mouvement du pendule, en y faisant 


Ge= 1 5, 
r 
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SECTION IX. 


SUR LE MOUVEMENT DES PROJECTILES. 


DE LA NATURE DE LA RESISTANCE EPROUVEE DANS L’AIR PAR UN PROJECTILE. 


1. Suivant Newton, la résistance sur un élément plan, qui s’avance 
dans la direction de la normale & cet élément, éprouve dans lair une 
résistance normale proportionnelle au carré de sa vitesse ¢. Ainsi, en 
désignant par do la grandeur de cet élément plan, cette résistance serait 
représentée par Ag’de et, d’apres la théorie de Newton, le coefficient A 
serait aussi déterminé ; mais on sait maintenant que cette formule ne 
peut étre admise. Cette résistance étant fonction de la vitesse, repré- 
sentons-la done par 


(a) f (v) de. 


D’apres la méme théorie, la résistance sur un élément plan, qui se 
meut dans une direction qui fait un angle aiguz avec la normale, sera 
encore normale a cet élément, et l’on obtiendra son expression en 
remplacant dans l’expression (a) la vitesse 9 par la composante normale 
de cette vitesse, ycosz; par conséquent, on obtient pour la composante 
de la résistance dans Ja direction du mouvement 

Ff (v cost) cosi de. 


< 


Imaginons ensuite un corps en mouvement dans l’air, et supposons 
que sa surface soit convexe; on peut distinguer cette surface en deux 
parties, l'une antérieure, l’autre postérieure, séparées par la courbe 
de contact d’un cylindre circonscrit dont les génératrices sont paral- 
leles & la direction de la vitesse. On admet généralement que les élé- 
ments de la partie antérieure résisteraient, comme nous avons dit pour 


SECTION IX. — MOUVEMENT DES PROJECTILES. b 267 


un élément plan, et que les éléments de la partie postérieure n’éprou- 
veraient aucune action de la part de l’air. 3 

Ces deux parties de la surface en lesquelles on la divise et qui varient 
a chaque instant sont une grande difficulté pour l’application de l’ana- 
lyse; il est évident, en effet, que le probleme serait beaucoup plus 
simple, si l'on pouvait supposer tous les éléments de la surface du 
corps assujettis 4 la méme loi de résistance. D’ailleurs, l’hypothese 
que l’on a faite sur les deux parties de la surface ne peut étre qu’une 
approximation; car, bien que la partie antérieure du corps ait certai- 
nement la plus grande influence sur la résistance au mouvement, il 
n’est pas vraisemblable que la partie postérieure n’en ait aucune. 

D’apres ce qui vient d’étre dit, on admet que les résistances, au moins 
pour de grandes vitesses, se réduisent a des réactions normales; mais 
cette hypothése ne peut étre encore qu’une approximation, et, si elle 
est suffisamment exacte pour les corps sphériques homogenes lancés 
sans mouvement de rotation, elle ne doit pas l’étre pour la partie cylin- 
drique des projectiles oblongs, et, de plus, le frottement sur ces corps 
doit changer leur orientation et doit tendre & rapprocher leur axe de la 
direction du mouvement. 

Pour trouver théoriquement la Joi de la résistance de l’air, il faudrait 
étudier simultanément le mouvement du projectile et la propagation 
du mouvement dans l’air 4 partir des différentes positions du corps. 
Un probleme de ce genre a été résolu par Poisson dans le cas de tres- 
petites oscillations d’un pendule sphérique dans lair [| Mouvements 
simultanés d’un pendule et de lair engironnant (Mémoires de l’ Académie 
des Sciences, t. XI, 1832)]. Mais les calculs que Poisson a dt employer 
dans cette question relativement si simple et les hypotheses qu’il a pu 
faire et qui ne seraient plus applicables dans le mouvement d’un pro- 
jectile ne peuvent servir, pour la question dont nous parlons, qu’a en 
montrer la difficulté. Il est done indispensable de considérer la loi de 
la résistance comme une donnée de |’expérience. 

Dans cette Section, j’expose une théorie rigoureuse du mouvement 
des projectiles oblongs; j’établis les équations différentielles de ce 
mouvement, et je montre comment on peut les intégrer, sans faire 
aucune hypothese particuliére sur la loi de la résistance de l’air, qui est 
ainsi laissée au choix du calculateur. 


Ze 
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PREMIERE SOLUTION DU MOUVEMENT D’UN PROJECTILE DANS L’AIR. 


2. Concevons un point matériel pesant qui se meuve sous l’influence 
de la résistance de l’air dirigée en sens contraire de sa vitesse, et dé- 
terminons les formules relatives & son mouvement. Ces formules con- 
viendront aussi au mouvement du centre d’une sphere homogene lancée 
dans l’air sans mouvement de rotation (Section IV, n° 16), puisgue la 
résistance de l’air sur ce corps sera évidemment directement opposée 
a son mouvement. 

Le point mobile restera pendant tout son mouvement dans le plan 
vertical mené suivant la direction de la vitesse initiale. Prenons dans ce 
plan un axe des z vertical mené de bas en haut et un axe des a horizon- 
tal. Si nous représentons par ¢ la vitesse et par « l’angle quelle fait 
avec l’axe des a, nous aurons 


B : 
Se SSVI Nee 


; dea) d 
( Ti oo seas 


dt 
d’apres cela, désignons par R la résistance de l’air divisée par la masse 
du corps et par g l’accélération due a la pesanteur, nous aurons ces 
deux équations 


d(v cosa) 


2) =— Rcos 

(2) dt Cost 
d(vsina ‘ 
ate bees aie 


Multiplions les deux dernietres équations respectivement par sing, 
— cosa, et ajoutons-les; Rs’éliminera, et l’on aura 


(3) 0 == =i9 CUS. 


Lliminons dé entre (2) et (3), nous aurons 


d(vcosa) R 


(4) = 9, 


dt o 


La résistance ne doit varier qu’avec la vitesse; atin que l’expression de 
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cette résistance se préte facilement au calcul, posons 


=at+ bo; a 


C1 


(5) 
alors l’équation (4) devient 


dv a+sine oe Bye) 
da cosa ~ cosa 


Si l’on fait 


e100 
on obtient l’équation linéaire et du premier ordre 


dw a+ sing == (dij) 


= Oe 
dz COS& cose 


En résolvant cette équation, on obtient 


ie. ee da 
w == — bn cos*a tang’ {| 5 — — : t+ const. |; 
a n+ na Tw es 
cos"! ~ tang ae 
2 


remplagons w par y~” et indiquons par @, ¥» les valeurs initiales de 
a, ¥; nous aurons 


T Me de 
= — bntang(7 — 2) - 
She 


2 T a 
cos"t'¢ tang”¢ e — =) 
2 


I I 
v" Cosa y COS" Ky 


XK 


Représentons, pour abréger, par — U le second membre de cette 
équation, nous aurons 


I I 
a) 
ULCOSUC UU hGOS 5 


et, par suite, 
Vp COS &, 


= -e 
cosa V1 — Uv" cos" ay 


Cette équation déterminera ¢ en fonction de «, et comme, d’apres 
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les équations (3) et (1), ona 


1 vda 

df =—= ” 
g cosa 
v? 

dz=— — da, 
§ 
Vv? 

dz —=— —tangadza, 
o 


on aura, par trois nouvelles quadratures, les quantités ¢, x, 2 en fonc- 
tion de a. 

Si l’on suppose dans les formules précédentes a = 0, on a la solution 
donnée par Jean Bernoulli. L’expression qui vient d’étre prise pour 
l’expression de la résistance n’est pas admissible pour toutes les valeurs 
de la vitesse, puisqu’elle doit s’annuler avec cette vitesse. Mais il 
pourra arriver que, dans l’étendue ou ¢ doive varier, la résistance soit 
représentée avec toute l’approximation désirable par la formule (5). 
Toutefois, la solution précédente conduirait, dans la pratique, a des 
calculs d’une extréme complication, et, de plus, il est impossible de la 
modifier pour la rendre applicable au mouvement des projectiles diffé- 
rents de la sphere. 


MOUVEMENT D'UN PROJECTILE SPHERIQUE. 


3. Concevons un projectile sphérique, homogene, lancé sans mou- 
vement de rotation; nous allons développer les coordonnées du projec- 
tile par rapport aux puissances de 2; ce calcul est sans difficulté, mais 
nous l’exposons, parce qu’il nous sera nécessaire pour la détermination 
rigoureuse du mouvement d’un projectile oblong. Prenons dans le plan 
de la trajectoire décrite par le centre du corps deux axes de coordon- 
nées reclangulaires, l’axe des x horizontal, l’axe des z vertical et mené 
de bas en haut; désignons par g l’accélération de la gravité, par p. la 

‘masse du corps, par R la résistance, par ds l’élément de la courbe,. 
nous aurons les équations 


ax dx d?z de 
bigs cis bdo ee ae 
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Représentons la vitesse par », remplacons ds par yd¢ et posons 


dx dz 
(1) oS < + gt=C, 


nous aurons les équations 


dA eR dC R 


== Ate CG — gt)’. 


R n’étant fonction que de ¢ et s'annulant avec cette quanute, _Prenons 
pour R une expression de la forme 


av+ Bv?+ yo’, 


ou «, f, y sont des constantes. 


4. En concevant A et C développés suivant les puissances de 2. 
posons 
A=A,+A,§(+A,?+ A,0+..., 
C= ihe O Ones dey. e8 


et nous aurons 

v= A2+2A,A,¢+(A?+2A,A,) 0?+2(A)A;-+-A, A) 22+-(2A, A, +2 A, A;-+A 3) fo+ 
+C? +20C,C€,¢+- (C7 +2C,C,) ¢?+-2(C,C;+ C, C2)  +(20,€,-+ 2 €,C, + C3) 6+ 
—2 gt (C, + Cit + C.74+G,f+...)+g°2, 

ou bien 


= AG +3 +2(A,A,+C,C,—C,g)@+ (Aq aie 2A) A,+C? +2(C,C,—2C,g+- g”) te 
+ (2A,A,+2A,A,+ 2C,C,-+ 2€,C,— 2G:g) ¢ 
+ (2A ,A,+2A,A;+ A} + 2C,€C,+ 2€,€,;+ C} — 2C3g) 0 


Si l’on a, en général, & extraire la racine carrée d'une série de la 
forme rng + n,t+n l?+..., et qu'on pose 


a 


(m+ mti+nm’+n,e+...)*=N+N¢+N.0+ N,0+ ; 


on pourra calculer successivement les coefficients No, N,, No, ..-s 
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d’apres les égalités suivantes : 


1 


Nv Hes aNiNc=Tes 2N,N.+ Nj =a Noy 
2N,N;+ 2N,N.= Ns, 2N.N, +2N,N,;+N?—n,, etc. 


D’apres cela on aura. 


(3) yv=N,+N¢+N,.02+N,0+..., 


en calculant No, N,, Ns, ... d’apres les formules précédentes et en 
prenant pour 7, 7,, m2, ... les valeurs suivantes : 


No = AZ Cs, 

n, =2A,A,+2C,(Ci— g), 

n, = Ai +2A,A,+ (C,— g)?+ 2G,C., 

n; = 2A,A,+ 2A,A.+ 20,C; + 2€,(C,—g), 

n, = 2A,A,+ 2A,A,+ A} + 2C,C,+ 2(C,—'g)C,;+ C3, 


Bie’ 6) eg8) 8) Oe 6) 6) % Wiis) e) P ole Cle re) ee) 7e).0, 6 6) PU 16118 1e| © Ole (4 6 © ate, O88) a) 1d 6 1) Oe 


Les deux équations qui donnent A et C sont 


dA _ 
ee 
(C — gt) dA = AdC. 


—(a+ Bo+ yo") A, 


Substituons les expressions (2) et (3) dans ces équations et égalons 
dans les deux membres les coefficients desmémes puissances de ¢. Nous 
déduirons de la premiere équation les formules suivantes, qui donnent 
les coefficients A,, A, As, ..-: 


ek ad 
ce ae p 
2A,=— - A,— & (AeN.-+ A.N,) ce (Avm-+ Ain), 


pL 


SAS = aM : (A.N.+ A,N,+A.N)) —_— i (Aom2+ Aint Arn), 


fA — 2 As— ; (AuNs-# AWNeck AsNit ASN) = 2 (Aamect Aviat Bam Ast), 


ce ek: ws el «Bw 6 ee per aye © OO x sete ge Nie eel Pa le /0, 0% p ase (6 


Pi ds B® 0 aha erie je cot ply © a he! Ske is Sips e sye5o) & ivi wt Bede 
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Ensuite de l’équation entre A et C nous concluons les valeurs de C,, 
C,, C3, ..., d’apres les formules 


AG A, C= 
2A,C,— 2A,C.= — Aig, 

BAS 34,7 Asli; (AC, Are, 

GA,C,— 4A,Cy= 2 AsC,— 2A, C— 3 Ang, 

SAGOs1205.A, Cy 3A, Ci SiG Cire A.C, 22 A, C74 Aes 


Lorsque les développements de A, C seront obtenus, on aura, d’apres 
les équations (1), 
; 7? bs i? i3 
2D)’ @— = 0,t U4 Oe 
D 2 3 
v2 i 
x=D + At +ArS + Aig ae DO Oty 


D, D’ étant deux constantes arbitraires. 


5. Il peut arriver que les formules que nous venons d’obtenir ne 
soient pas convergentes pour toutes les valeurs de ¢ qui se rapportent 
a la trajectoire parcourue par le mobile; mais on pourra toujours diviser 
la trajectoire en parties assez petites pour que ces formules soient tres- 
convergentes, lorsqu’on les appliquera a un de ces arcs de la courbe, 
en prenant pour temps initial le temps ot le mobile passe au commen- 
cement de cet arc; on aura ainsi des formules différentes pour repré- 
senter le mouvement sur chacune des parties de la courbe en lesquelles 
on l’a divisée. | 

Lorsque les formules précédentes seront applicables tout le long de 
la trajectoire, on pourra déterminer l’instant ot le corps passe au point 
le plus haut en résolvant l’équation C — gt = 0, ou 


CG, +(G— gi+0,?+ 8+ ee Oe 
Pour résoudre cette équation, posons 


(220 Lj CesinGie 
35 
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Substituons dans l’équation et égalons a zéro les différentes puissances 
de C,; alors L,, L,, Ls. ... seront déterminés par les équations sul- 


vantes : 


ite), 

(C,— g)L.+ G.L?=0, 

(C,— g)L.+ 2€,L,L,+ C;L5 =o, 

(Ci—e)l4 4+ Gabby Lis Gl eat So, 

(C, — g) L, + G,(2L,L;+ 2L,L,) + C;(3L3 L; + 3L,L?) + 4¢,L) L, + @, L$ =0, 
6. Exemple. — Déterminons le mouvement d’une bombe dont le 


rayon est r==0™,1355, le poids 508,60, et qui est lancée sous une 

inclinaison de 19°58’30", avec une vitesse de 120", 14 par seconde. 
Nous prendrons pour la résistance sur ce projectile sphérique l’ex- 

pression 


Tr0,02707(1 + 0,0023¢), 


donnée dans la Balistique de M. Didion, en supposant le poids d’un litre 
dair égal a 18, 208; car la résistance peut étre considérée comme va- 
riant proportionnellement a la densité de lair. 

Nous obtiendrons 


Nous calculerons ensuite les coefficients des séries 


Av= A,-+ A,i+ A.2@+ seus 
C= Gea oe aa ee 
NEN EN Bt bo 


et nous trouverons successivement 


A= 192,91, C= 41,042, R= 14432,4, N,2=5 "120,54, 
A, = — 5,2266, C\== — 31,8999, == — 41,46; N= 8,9124, 
ASST eos ouel, * ©. 0,20093, | y= $94,200. , Nos 0,81087, 
A;= — 0,029165, C;—=— 0,027763, n,=— 20,9488, N,=—_ 0,027036, 
A,= __0,0019199, C,= 0,0022009. 
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On obtient ensuite pour le temps que met la bombe pour arriver au 
point le plus haut 3°, 86, et la vitesse en ce point est 96,71. 


Autre solution du mouvement d’un projectile; spherique. 


7. Concevons encore un projectile sphérique lancé sans mouvement 
de rotation. Si nous négligeons d’abord la résistance de lair, nous 
aurons pour l’équation de la force vive, en prenant les mémes axes de 
coordonnées que ci-dessus, 


(2? + 27)+ypgs=h. 


vic 


Pour former l’équation aux différences partielles d’Hamilton, nous 
devons faire (Section II, n° 4) 


et il en résulte l’équation 


I dV \? dV\? 
Al 7) + (Ge) | + 2ege= 2h: 


on y satisfait en posant ces deux autres, oti a représente une constante 
arbitraire, 


et l’on en déduit l’intégrale complete 


. (2h = 
Ve pax— ( — a — 2g) : 
M 3g \ pb e 


Done, en désignant par t, m deux nouvelles constantes arbitraires, ona, 
pour intégrales finies, 


OE aah ee ees 
(1) dh mann ei, a 


35. 
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(Section II, n° 7) ou 


Sa ae 
1 
va (rah r 
P@ sia. $2 os fee == ls 
2 L 


m , 
\ e= — +a(t+t), 
-- 


Sli =. 2 
pipet leit ara eae 


8 
2g De" 

Pour tenir compte ensuite de la résistance de l’air, nous devrons, 
suivant ce qui a été dit au n° 5 de la Section VII, introduire l’ex- 
pression 

0Q = (a + Bo + yv?)(x' dx + 2/02), 
et nous avons 


vay ate g(t-+ 2) we ERE 
dr (tt cla + ade, 
oh — pad 
i oar or, 
Bg 


Il en résulte 


(3) 6Q=(2+ Bo-+yv?) (ae ge(te a) Jor (¢4 2) + Som taal t+ 2) . 


Les quantités A, t, a, m, qui d’abord étaient constantes dans les for- 
mules (2), sont devenues variables et satisfont, d’apres les formules (1), 
aux équations 

Oh. os dy ae ae 


Vihear a ee 
da as am d& 
dt. «dma db. dis 


dans lesquelles on ne doit pas considérer les seconds membres comme 
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les véritables dérivées d’une fonction Q, mais comme les coefficients 
de Ot, dh, Om, da dans la formule (3). On obtient donc 


a= (a+ Be + yv)(a+ g2(¢+7)?), 
- =— 3 (2 +Be+ye\(E-+2), 

da 1 

ae petro as sonar Vas Ja, 

om — nalt+2)(a+ Beye’), 


et l’on peut remplacer ces équations par les suivantes : 


da 


meee 
is patil 
adr = (t+1)da, 


[2+ Bae RUT + let glee), 


dm = — 2p(t+7)da, 


dh =" (a+ g?(t+2*)) da. 


8. Les quantités a, t, m, h peuvent étre considérées comme fonc- 
tions de la seule quantité ¢ + 7, ot t est lui-méme fonction de z. Posons 


donc 
Peco 1; 
et nous aurons 
da_da(,, de 
dé al \* wedi 


Nous aurons de méme 


dz 
Cie Ae). dt dean dv 
Raat g) & Gee 
reek 
et il en résulte 
da 
dG... dV 
div, dr 


<— 
aT 
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Donc les quatre équations qui déterminent a, t, m, A deviennent 


te “Tes pyar eR + yee] (1 5); 
(a) aonaton 
6) Hi eae 
(c) C= Ea gtr) 


En éliminant t de la premiere au moyen de la deuxieme, on obtient 


QF ~[aot+ Byer gl +y(a'+ g°T')| (a—1 55): 


A 
Cette équation du premier ordre permettra de calculer a en fonction 


de T, et l’on pourra développer cette quantité en une série ordonnée 
suivant les puissances croissantes de T 


(4) a=a+aT+ aT’?+aTi+.... 

On pourra ensuite calculer zt sous la forme d’une série semblable 
(5) cSnt al +a +. 
au moyen de |’équation (a). 

Ensuite de l’équation (8) on tirera, en désignant par m, une con- 
stante arbitraire, 


(6) m=m— 22 ($47? +24,T' +2a,Ti+...). 
Enfin on déduira de l’équation (c) 


da dt da 


a a + eT ——a 
GAY OR) ee Tee Ah 


l 


i r 
pd Poe er, le 37;T? +. )s 
et, par suite, en désignant par A, une constante arbitraire, 
: \ 7 
(7) Fk hy) = @— ai) + gt(Sn T+ fot oT + fecTishy 


Si l’on déterminait ensuite T en fonction de ¢ au moyen de Véquation 


4h = =the Fi ts eee 
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on aurait les valeurs des quantités a, t, m, A en fonction de ¢. Mais il 
n’est pas commode d’exprimer T en fonction de 2, et il vaudra mieux 
faire varier T par degrés trés-petits et calculer les valeurs pore oa 
dantes de ¢ d’aprées ee formule 


t= T —27—17 —2.7T?— 731° — 


9. Calculons maintenant les deux séries (4), (5) au moyen des équa- 
tions (d) et (a). Nous avons 


C+. 2T = ai +2maT + (a? + 2%a+ 97)T? 
+ (2a,a,-+ 2a,a;) T? + (a3 + 20,4; + %aa,) Ti+..:; 
posons 
. Pos PS 2NA, Pr= Aji + 2%AHAr+ Q’, 


Ps= 2Q)a;+ 2dr, Ps Az + 24,454 24, 


et nous aurons 


1 


\2 


Ja? 271? = (pip, T+ pT? +.) = PI PLT + PT? + PT? + 


en calculant P,, P,, P., ... d’apres les formules 


P= p) = 7052. PPh = pe ibe esp; ete. 


En substituant done la série (4) dans l’équation (d) et égalant dans 
les deux membres les coefficients des mémes puissances de ¢, on ob- 
tient 


epee) ideas 
BD ears =e ee 0 
Lae nese 
2a=— a(R +2 p.), 
Uv 
a 6 7 
3a; - +> (—aP.+ a,P,) + £(— ap.+ape), 
sega le aN eee) 


cae : 2a;+ = (—a)P;+ a,P,+ 2a;P.) + : (— Gps-+ Gp. -+ 2Aspo), 


(— a) P,+ GP, + 24;P,+ 3a, P,) 


= 
IM RI@e 
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En substituant ensuite les deux séries (4) et (5) dans l’équation (a), 
on obtient les égalités suivantes pour déterminer 7,, T., T, «++! 


C05 271M) — Ay 3734) 2.724, 2Q2, 
4 t%@) + 3734, + 2714, = SIdas 
5 ts A+ 4t@, + 3t34.+ 27:4; = 4M, ‘ 


66a + 5%, +- 44 A, + 3734; + 27:a, = 5a, 


Vie) /S. Cm 60 e: (ere (ele! eae, wv 0 is 16.0 6) BY 6 6 OMARE (or GSB ore seer O) OES 


10. Determination des constantes arbitraires. — Nous allons déter- 
miner les constantes arbitraires, d’apres les conditions initiales. Non- 
seulement les expressions de x, = sont identiques pour les mouve- 
ments troublé et non troublé, mais il en est de méme de leurs dérivées 
a’, 2’, Ainsi l’on a (n° 7) 

oy SHG 2 =— gl, 
_ 2h—pe a Sips. 


m ~ 
tes a Wo SS 
, 2g 2 


Supposons que l’on ait, pour¢ =o, 
C=O, SES, Ce 74NS =e5 


x, 2, étant des quantités données. Désignons par / la valeur det ou 
de T pour ¢= 0, nous aurons pour ces quatre conditions, en ayant 
égard aux formules (6) et (7), 


(A) x,=a@tal+alPH+..., 
(B) 2, =— gl, 
C om, Sacer Ast haa See ; 
( ) agit piel he: + ial + sal +...) + bx, 
he -ai-es? A . . 
(D) rer re + 2B (it, +inl+i2nl+...). 
L’équation (B) donne 
jest 


dans l’équation (A), les coefficients a,, a.,. . sont fonctions de a,: 
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on pourra done calculer a, au moyen de cette équation. Enfin on aura 
m, et hy, d’apres les équations (C) et (D). 

Reste a déterminer t,. Au point le plus haut de la trajectoire, ona 
a= 0 Ou T= 0, el-comme ona 


THe pt nT’+37+7,T'+.. a) 


— 7, représente le temps du passage du mobile au point le plus élevé. 
Faisons ¢ = o dans cette équation : T ctt deviennent égaux a /, et nous 


avons 
Tice th ee Pe, (9 , 


pour calculer z,. 


11. Dela formation de Tables pour le calcul du mouvement des proyec- 
tiles. — La courbe décrite par un projectile sphérique donné est com- 
plétement déterminée de forme, quand on connait sa vitesse a, au 
point le plus haut. En faisant varier cette vitesse, on obtiendra toutes 
les trajectoires que peut décrire le mobile; on ne peut toutefois consi- 


dérer que des longueurs de ces trajectoires, dans l’étendue desquelles 
les séries 
a=a+aT+a.T’?+a,T3+... 


tT =< To, + 7, T?+ t,T? +. ee 


sont suffisamment convergentes. Pour étudier le mouvement en dehors 
de cette étendue, il faudrait avoir recours aux formules des n° 3 et 4. 

Dans les formules des numéros précédents, supposons ¢ = oau point 
le plus haut, c’est-a-dire lorsque T est nul; nous aurons alors aussi 
t= 0 en ce point, et par suite 


TT =O; 
ainsi l’expression de t se réduira a 
t[=7, 0-7, +7,1-. 3 HQ 


Nous avons ensuite 


Loe OES raat tel BS 
et si, dans les équations 
m h @ o 
xe — + iA by, L— — 2 es 
Pg 2g 2 
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nous remplacons m, A par leurs valeurs (6), (7), en ayant égard aux 
valeurs des constantes, nous aurons 


eral — ta, — 7a,T'— 2a,T'—jfaTt—..., 


3 


or 
g=—2 T+ g(2.7T? +42,T'+47,T8+...). 
2 ; ; ; 


Dans le cas actuel, il est beaucoup plus facile que dans le cas 
général, examiné au n° 8, d’exprimer T en fonction de ¢. En effet, 


dans la formule 
amr IE a SE od bo 


faisons 
se i Palo SS IAP SE ale Pes cas 
ef nous trouverons 


ir i =S os l, == 22 -+ Ta; i z + 57 + %, 


l= 14t! + 21727; +67 + 37? +7,  etc., 


On peut, pour une valeur de a,, qui représente la vitesse au point 
le plus haut, calculer pour de petits accroissements de ¢ les valeurs de 
x’, 3', w, s, d’apres les formules précédentes. Concevons que l’on ait 
calculé de méme une suite de trajectoires pour des valeurs de ap crois- 
sant par petits degrés. Alors, pour avoir la trajectoire décrite par le 
mobile lancé avec une vitesse dont les composantes sont 2, 2,, il n’y 
aura qu’a examiner quelle est la trajectoire calculée sur laquelle les 
composantes de la vitesse prennent ces valeurs ou des valeurs qui s’en 
rapprochent le plus. 


12. Exemple. — Proposons-nous de trouver le mouvement d’une 
bombe dont le rayon est 0™,1355, le poids 508,60, et dont la vitesse 
au point le plus haut est g6™, 71. 

Dans la formule qui donne la vitesse 


a=aq+aT+a,T?+a,T’+..., 


nous connaissons le premier terme 96,71 et, en calculant les coeffi- 
cients suivants d’apres les formules du n° 9, nous avons 


== 90 51% a, =— 3,45166, a,=— 0,072804, 


a; = 0,007419,. a,=—0,00020270, elc., 
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SECTION IX. 
En calculant ensuite les termes de la série 
t= 1?+-7,T? 4+ 7,T'+ 7,T+... y 


0,00007731, 
— 0,000003651, etc. 


T3 = 


on trouve 
M%—=— 0,017845, 
T% = — 0,0000485, 


Tae 
63 


La trajectoire qui nous occupe est celle qui a été déja examinée au 
n° 6, mais les séries actuelles sont beaucoup plus convergentes que 


celles de ce numéro pour la branche descendante de la courbe. 
Pour retrouver les mémes résultats, examinons le point d’ot le mo- 


bile part avec une vitesse dont la composante verticale est 


=a, o4 28 


la valeur de T correspondante sera 
2! 
— 4,1842; 


< 
ao 


5 


(= — 


on obtiendra pour la composante horizontale de la vitesse 


a’=a+al+a,P?+a,P+...=112™,907, 


pour la vitesse elle-méme 
O—VeU 2? = 120" 1h, 


et pour le temps que mettra la bombe pour aller du point considéré au 


point le plus haut 
Sih a = 3" OOO, 


ft == Glo = eli el B= 75 (§ — 


Comment on peut avoir égard a la variation de la densité de lair traversé 
par le projectile. 


13. Dans ce qui précede, nous n’avons pas tenu compte du change- 
ment de densité de lair avec la hauteur du projectile; montrons com- 


36. 


ment on peut y avoir égard. 
Désignons par II la pression de l’atmosphere, par p sa densité, par 7 
la distance du projectile au centre de la Terre pour ¢= 0, par g l’ac- 
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célération de la pesanteur a cette distance. Sila distance verticale z du 
projectile & sa position initiale varie de ds, la pression II subit la dimi- 


nution 


r 
{ies pg 2 = ee 
ait PR ira ape 
En désignant par @ le coefficient de dilatation de l’air, par 0 la tem- 
pérature et par £ une certaine constante, ona 


; il 
W=s/o(i+ 26), P= (1+ a)? 


il en résulte 
Ile r? 


dail = * = = dz 
k(t + a0) (r+2) 


2 


7 , ys ae } : s 
En négligeant le facteur (Fray? on a 


| a a eel I 
Tr” k(1 + 26) ae 


donc, en appelant I, la valeur de IT pour z = 0, 


Il = Il fer 
Pour déterminer la constante 4, supposons dans la formule 
Il=skp({1+ 26), 


6 =o et la pression de 760 millimetres de mercure; I représente la 
pression d’une hauteur de 10,334 metres d’eau sur 1 metre carré; ce 
qui fait 10334 kilogrammes; gp est le poids d’un metre cube d’air ou 
1‘8, 293. On a done 


h 


10334 = 1 5296 om = == 7002. 
S & 


Posons 
I 


7992 (1 + af) pea 


nous aurons 


, Il 
Ii=II,e~" et, par suite, p= Cea bcd 
\ 
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Or la résistance de l’atmosphére doit varier proportionnellement a 
sa densité; donc, au lieu de supposer l’expression de la résistance de la 
forme ay + 6»? + y¢*, nous devons la prendre de la forme 
(av+ Bv?+ yv)e™, 
D’apres cela, l’expression de dQ du n°7 sera seulement multipliée 


par e-””, et l’on aura 


OQ=(a+Bot+yo)e[ (a+ g(t+7))dr—(£+17) dh —adm-+ 2a(t+7) da], 


} 
/ 


et les formules qui donnent a, t, m, A seront 


da <n: pen 2) s Lif, 
Ape ge EE ONG iinet eet («— a)? 
dz = da 

dT dT’ 

dm da 

aisha 2p.T aT’ 

dh wp. ; id 

7 hese + g°T’) aa 


Les trois dernieres restent les mémes, la premiere seule est changée; 
nz seraen général assez petit pour qu’on puisse remplacer e~”* par 


B= Hie | Ne 
I—nsg=i—n += T?, 
25 u. 2) 


Apres avoir calculé a,z,m, h, en supposant rn = o, on modifiera 
facilement les valeurs obtenues pour tenir compte des termes multi- 
pliés par n. 


Sur Vinfluence du mouvement de rotation de la Terre. 


14. Si l’on veut tenir compte de l’influence du mouvement de rota- 
tion de la Terre sur le mouvement d’un projectile, on pourra faire 
usage des formules du mouvement relatif (Section V, n° 2, 3). Pre- 
nons trois axes de coordonnées rectangulaires, l’axe des z vertical, 
mené de bas en haut, l’axe des a tangent au meéridien et dirigé vers 
l’équateur et l’axe des y tangent au parallele et dirigé de l’ouest a l'est. 
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Nous désignerons par x, y, = les coordonnées du centre du corps 
par rapport a ces axes, et par &, 4, ¢ les quantilés représentées par ces 
lettres dans la Section citée. En représentant par » la vitesse de rota- 
tion de la Terre, par d la latitude du lieu, et par p le rayon du parallele, 
nous devrons faire aux numéros cités 


l,=— o’psind, m=0, s==— w’pcosa, 
E = po’p(#sindA+ zc0s A), 
p= O.00S A, 9 0,, F==MSiINA, 


T—F= E(B a + ¢) + vol ye sink— (zcosaA+asind)n+yC cosa], 
et, si l’on supposait le corps sollicité par des forces qui donnassent lieu 
h une fonction de forces U, on aurait 


H = T — F —U — pw’p(axsind + z cosa). 


I] faut remarquer que &€, 4, ¢ sont les variables conjuguées 
de x, y, s, et l’on passera du cas oti l’on néglige la rotation de la 
Terre a celui ot l’on y a égard, en changeant la fonction de forces U en 


U — vw [yésind — (z cosA+ x sind) n + yC cosA] + pw?o(#sind+ 2 cosA). 


En désignant par m, n, h, a, b, z des constantes arbitraires, les for- 
mules du mouvement parabolique, produit par la pesanteur, sont 


m 
t=—+ali+t), 6=4, 
U- 
n 
y=-—+b(t+7), iD, 
v- 
2h — v(e+ b? ° : 
=a a ] 2 (it?s; C=—g(t+ 7): 
22 u. 2 


et lon a, comme au n° 7, les formules de perturbation 


Pal > 7 ad) dz* dQ 

eT de ie edh* 

> ) da Pee dQ din al dQ 
dt dm dt du 


db we PE dn dQ 
dts Si whad aie dt -.db- 
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La résistance opposée par l’air au mouvement n’est pas fonction de 

la vitesse vraie du mobile, mais bien fonction de la vitesse relative 

yxo* + y+ 2’, et l’on aura, d’apres le calcul du n° 7, pour la partie 
de dQ qui provient de la résistance de l’air, 


0Q! = (a+ Bet ye')| («e+ b?-+ o(t+7)?)dr — i 


39 om +5 On + 2a(.(+7)d0a+ 2b (t+ 7)0b |, 
avec 


v= ep y+ 22 (E+ wysind)? + [4—o(xsind + zc0sh)}'-+ (C+oy cosa). 


Enfin, pour tenir compte de la rotation de la Terre, il faudra, en 
négligeant les termes en w’, ajouter a 0’ la variation dQ” de l’expres- 
sion 

Q"= vol ye sind —(zcosA+ xsinA)n +yCcosa] 


- 0 (amb) sina— AHL 
2§ 


bcosA— ng (t+7)cosA+ pbg(t+7)? cos | . 

On résoudra les équations («) d’apres les calculs des n° 8, 9, en 
faisant d’abord » = 0; puis on tiendra ensuite facilement compte des 
termes quirenferment » en facteur, et qui sont tres-petits. 


SUR LE MOUVEMENT D’UN CORPS DE REVOLUTION LANCE SUIVANT SON AXE 
AVEC UNE GRANDE VITESSE DE ROTATION. 


Equations différentielles du mouvement. 


15. Imaginons un corps de révolution lancé suivant son axe avec une 
rotation tres-rapide autour de cet axe et supposons que le centre de 
gravité coincide avec le centre de figure; tres-peu de temps apres l’in- 
stant initial, l’axe de rotation sera incliné sur la tangente a la trajectoire 
décrite par le centre de gravité. Pour se donner une premiere idée du 
mouvement du corps autour de ce centre, on observera qu'il est solli- 
cité par une résistance inclinée sur l’axe; si alors on regarde cette ré- 
sistance comme constante pendant un certain temps, le corps ayant un 
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mouvement tres-rapide autour de cet axe et étant sollicité par une 
force constante inclinée sur l’axe, son mouvement de rotation autour 
du centre de gravité pourra étre assimilé a celui d’une foupie dont 
l’axe serait incliné sur la verticale, la résistance prenant la place de la 
réaction du plan horizontal sur lequel est posée la pointe de la toupie; 
car, si sa vitesse de rotation est tres-grande, cette réaction est a trés- 
peu pres constante (Section IV, n° 27). 

On voit donc que l’axe doit sortir du plan vertical initial. Quant au 
mouvement de translation, il est dd: 1° la vitesse acquise, 2° a la 
pesanteur, 3° a la résistance. Si la résistance était directement opposée 
ala vitesse, la vitesse au bout d’un instant d¢ resterait dans le méme 
plan vertical, et il n’y aurait pas de derivation du corps. Mais l’axe du 
corps n’étant pas dans le plan vertical mené par la tangente a la trajec- 
toire, la résistance ne sera pas située exactement dans ce plan et le 
centre de gravité du corps sortira du plan vertical du tir. 

La grandeur de la résultante des résistances qui s’operent sur toute 
la surface du mobile dépend évidemment de la vitesse du corps; elle ne 
dépendra en outre que de langle 7 formé par l’axe du corps et la 
direction du mouvement; donc, en supposant que l’angle 7 reste 
tres- petit, cette résistance peut étre représentée par la formule 


(1) R= avt Bort yor+ j(a'o + Be? + y'03). 


Nous aurons, en outre, & nous occuper de la direction de la 
résistance, afin d’obtenir ces trois composantes par rapport a des 
axes fixes. 

Nous prendrons des axes fixes de coordonnées rectangulaires 
Ow, Oy, Oz, passant par la position initiale O du corps, l’axe des z étant 
dirigé suivant la verticale, l’axe Ox mené suivant la projection de la 
vitesse initiale sur horizon et Oya la droite d’un observateur placé 
suivant Oz et regardant le projectile. Nous imaginerons, en outre, un 
systeme mobile d’axes de coordonnées Ga,, Gy,, Gz,, passant par le 
centre de gravité G du corps, dont l’axe des z, coincide avec l’axe du 
corps. Soient a, 6, c les cosinus des angles de l’axe des # avec ceux 
des v,, ¥,, 3,3 soient a’, b’, cet a’, b”, c” les mémes quantités pour 
Vaxe des y et celui des z. 

D’apres la loi élémentaire admise pour la résistance, on pourra cal- 
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culer non-seulement l’expression (1), mais encore l’anglt ¢ que la di- 
rection opposéc & la résistance fait avee la vitesse 9; cet angle ne dé- 
pendra que de » et 7 et, comme doit s’annuler poury =o, nous 


ferons 
e= (ho + hiv? + kyo) 7. 


Représentons les cosinus des angles de Ja direction opposée a la ré- 
sistance avec les axes fixes de coordonnées par 


(2) dx — dy dz > 
ae 7 7 t iv t Dp ) 
ds na CS Te emg 


cette direction est évidemment située dans le plan z, GV, mené par 
Gz, et une parallele GY a la vitesse v; l’angle ¢ de cette droite avec la 
tangente étant treés-petit, m, n, p sont de tres-petiles quantités. Le 
plan z,GV s’écartant tres-peu du plan vertical initial, on peut cal- 
culer m, p, en supposant que la direction qui nous occupe est située 
dans ce plan. 

D’apres cela, désignons parIVinclinaison sur l’axe des w de la di- 
rection opposée a la résistance et supposons langle « compté en allant 
de la tangente a la trajectoire vers la direction opposée a la résistance: 
alors nous aurons a tres-peu pres 


dz P De UE 

ae) dz SUNS iy ds xe 
oe a af. tan a2 é ae 
dx Beds ds 


Comme dans la derniére fraction la somme des carrés des deux termes 
est égale a l’unité, pourvu que l’on néglige le carré de ¢’, ces deux 
termes peuvent étre pris pour cosI et sin], ou pour le premier et le 
troisieme des cosinus (2); on a done 


D’apres le degré d’approximation avec lequel m, p sont ealculés, on 
devrait faire n = 0; mais alors il n’existerait pas de dérivation et la 
trajectoire resterait dans un plan vertical. Pour avoir égard a la déri- 


vation, remarquons que la résistance est située dans le plan des deux 
3H 
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droites Gz,, GV, qui sont paralléles aux droites qui ont pour équa- 
lions 


Y Zz X 
ce 


X, Y, Z étant les coordonnées courantes, il en résulte 


dz: | ney . 5 [de 
(c'dz — c’ dy) (z +m) +(e” dx—cdz) en -- n| + (edy—c' dx) (5 +p) =0 


ou 
(c'dz — c’dy) m+ (e”’dx — edz\n + (cdy— c'dx) p=o, 


et, en remplacant m, p par leurs valeurs, 


dx?+dz 1d 
ce —-= ("dz + edz) 
ices ds v dt 
es ce" dx — cdz 


Or, en projetant la vitesse » sur Gz, et sur une perpendiculaire a Gz,, 
menée dans le plan z,GV, qui s’écarte tres-peu du plan des X, Z, 
ona 


npy ra peat dx hy dz 
sJ—e—-oece 
J dt dt’ 
ABs ; dz 
SID POO 

et il en résulte 

Ec e d 

(3) fe Coe: 


x siny vd 


D’apres cela, en désignant par p la masse du corps, nous aurons 
pour les équations du mouvement du centre de gravité 


| Px R (= dz\ 
5 <2 ah ho ea 
at? wu \ds ds ; 
d*y R [dy 
A 1 age ES WSS g pecs 
(4) dt? U. (2 +n); 
| aa ee ae ow dx 
dt OO hes ae 


Si l’on réduisait z au second terme dela formule (3), il est aisé de 
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: dy , : ; 
voir que, y et 7, étant nuls pour ¢ = o, y serait constamment nul, et il 
n’y aurait pas de dérivation; et comme d’ailleurs ce terme est tres- 


e ° d , . 4 
petit en comparaison de a, nous pourrons réduire dans la deuxieme 


équation(3) na 
=——=—(hoet+hw+h,v)e. 


16. Pour déterminer le mouvement de rotation du corps, nous sup- 
poserons quel’on ait d’abord calculé w, z au moyen des équations (4), 
en réduisant R a ay + 6v?+ ye" et en négligeant les termes qui dé- 
pendent de ¢ et qui proviennent de ce que la résistance n’est pas direc- 
tement opposée a la vitesse; ce calcul se fera d’apres le n° 4. 

Les résistances sur la surface du corps étant symétriques par rapport 
au plan z,GV, elles ne pourront que faire tourner le corps autour d’un 
axe perpendiculaire a ce plan. 

Désignons par du la somme des moments des résistances élémentaires 
par rapport a un axe mené par le point G perpendiculairement au plan 
2, GV et par dIl,, I, la somme des moments de ces résistances par rap- 
port a Ga,, Gy,. Représentons aussi par 2, © les moments d’inertie 
par rapport a Gx,, Gz, et par p, g, r les composantes de la vitesse de 
rotation suivant les axes mobiles, nous aurons 


PL 
Saaiiy 
dp a=) “iE 
raiN aL. -- Ne ol) qi === ty) (Ory 
lee el. Ones oe 
alo dt | oo \)p saan 2 


pour les équations du mouvement de rotation (Section IV, n° 13) etl’on 
déduit de la premiere 
IP ail), 
o étant constant. 
On pourra calculer la grandeur du moment on d’apres la loi élé- 
37. 
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mentaire de la résistance, et, comme on est-nul si 7 est nul, posons 


Sd 


olu =) (Le ae 1,9? + lv). 


Désignons par GV’ la projection de GV sur le plan a, Gy,, en proje- 
tant l’axe du moment on sur les axes Ga, et Gy,, nous aurons 


OW cos (VGy,) 


N= an Gye : 
Tu cos(V Gr) cos(VGV"), > 
: dW cos (VG2,) 
PS ) t T aN === rE ee TR Sea ee 
M, cos (V'Gx,) cos (VGV’) 


Comme 7 est supposé tres-petit, on a 
} = sin(z,GV) = cos(VGV'), 
et si l’on pose, pour abréger, 


L = ee lv + L,0?, 
on obtiendra 


: dx dy dz* 
er lh / ph) ere OF == tract ea 
Leos (VGy,)=—I (oo +e te GE) 


On a donc, pour les équations du mouvement de rotation, 


Pas 2 ak dx ,dy , az 
Apa) ee (05 cama 
dq i dawn. dy waz 

ae = lb — ©) pa= L(«S oe allt 74 die a 


Calcul du mouvement de rotation du projectile autour de son centre 
de gravite. 


17. A lorigine du mouvement, le mobile tourne autour de son axe 
de révolution ; le plan du maximum des aires coincide done avee celui 
de l’équateur. Posons 


A(pa+g)+eraer, 
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en sorte que £est la grandeur de l’axe du plan mobile du maximum 
des aires. Comme r a une valeur constante w et que p, q, d’abord nuls, 
deviennent de tres-petites quantités, la quantité & subit un accrois- 
sement. 

Le plan fixe des a, y, celui de |’équateur et le plan invariable déter- 
minent, sur une sphere qui a pour centre le centre de gravité du 
corps, un triangle sphérique. Adoptant les notations du n° 5 de la 
Section IV, nous voyons que les cétés du triangle situés sur ces trois 
plans seront désignés respectivement par 4b — a, 9, — 9, Y, et les 
angles opposés a ces cétés par 0,, y, 7 — @, et nous aurons ces formules 


cos@ = cosy cos@, — siny sin@, cosy, 


__ sind, sind, __ siny sind, 


(1) ne 
a i icing’ aye at oe nae 


Des deux formules du n° 3 de la méme Section, 
ksin@,sing, = wp, ksin§,cos9,= %q, 


on conclut, pour @,, langle du plan invariable avec l’équateur, la for- 
mule | 


db ypi+ 


k 


Sind = 


dans laquelle & differe tres-peu de Gm, et, comme w est tres-grand, on 
reconnait que l’angle @,, qui est d’abord nul, reste toujours trés-petit. 

Comme le corps tourne d’un mouvement uniforme autour de son axe 
de réyolution, son mouvement autour de son centre de gravité sera 
parfaitement déterminé quand on aura calculé la position de cet axe. 
Or la direction de l’axe du corps est fixée par l’angle @ quwil fait avec 
la verticale et par l’angle v de sa projection sur le plan horizontal 
des x, yavec l’axe des «x, et l'on a 


l TT 
cele aa 


puisque t est l’angle de Ow avec la trace du plan des x,, y, sur celui 
des x, y. 
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Si l'on fait d’abord ¢, = o dans les formules (1), ona 


et si §, n'est pas nul, mais trés-petit, on aura 


§ =y — sin®, cos, 


sin 9, sind, 
+ <r SS. 
siny 


Lb — 


et les parties principales de $, ¥ sont les quantités y, e qui désignent 
langle du plan invariable avee le plan des x, y et la longitude du 
neeud du plan invariable sur ce plan des 2, ¥. 


18. Quand un corps de révolution n’est sollicité par aucune force 
extérieure, les formules qui donnent §,, 9,, %, sont (Section IV, 
n° 6) 


\ae—s : 


I j 
== 7 (ska. —E >) (@-+-), 
k 
ia) ‘ Ae — t=- 7) 
( pps Rare ea 
‘| a 2h&—h*)S 
cos?G, = aS 


Mais, si l'on suppose le méme corps sollicité par des forces perturba- 

: . ’ 
trices, on doit regarder A, t, «, §, &, @ non comme des constantes, 
mais comme des quantités variables données par les formules 


Te ey ah- 
te a d3__ a 
dts jae edt so Aes 
dk aG__ a 
at a. 5 ae 


(wow Section VIII, n° 42) ou par la seule 


ohh dh > dz ... dk | tk oe ok. 
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6 est la projection de l’axe A du plan invariable sur l’axe des 2; intro- 
duisant done y au lieu de f, nous aurons 


B=kcosy, 66 =dkcosy — ksinydy, 
et la formule précédente deviendra 


fa. a 52 4d Ge AO dQ, 


Ue ea edge oie ee 
5 dh . i fe ae Serer dk 
(3) | Sere yet ae (dk cosy — ksinydy) + ars 0G 
war. (dhe eae dG 
err. oh — \dt cosy — ksiny a CO Sr ok. 


Cette formule équivaut aux six équations que l’on obtient en égalant 
dans les deux membres les coefficients des mémes variations; on a done 
ces trois équations 

dz__ dQ 
di aa dy : 
dQ dk dQ 
da dian OG 


k siny 


9 


Dime. Wei d 
de (8d — Fe siny 9 


fen en 
te 


et l’on en tire les formules 


i ae 1 dQ 

om | dt™ \-ksiny dy’ 

4) ae Oy s dS 5 GO. 
ee Tae FSET COSY, ‘ 


qui serviront a calculer @, +. 


19. La quantité dQ n’est pas, comme nous savons, une différentielle 
exacte, en sorte que l’on doit supposer dans les formules précédentes 
les dérivées de © par rapport a a, 7, G, remplacées par les coefiicients 
de du, dy, OG dans dQ. 

D’apres les notations du n° 14 de la Section IV, posons 


6Q== adc+a'dc’+ ude’, 


OP = -- bdc — b'de'— b’ ic", 
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multiplions les équations du mouvement. de rotation respectivement 
par dP, dQ et ajoutons; nous aurons 


cae ob ) yo) OP + + (a Sb + (4 2]po}0Q 


as pe a 4 AZ dx aha E az 
eT! Wen chee hy ed a a)e +! (aa as Gf dt +a 7) 20 


et, d’apres les considérations de l’endroit cité de la Section IV, le se- 

cond membre de cette équation représente — 0Q. Ona done, en sup- 
es 

primant les termes multipliés par 7» puisque nous supposons la tra- 


jectoire plane pour calculer le Rieeeaee de rotation, 


— 6Q = L[(@+ 8) de + (aa’ + bb’) de’ + (aa + bb") de") i 


/ f \ as 
+ L[(au” + bb”) dc + (aa’ + bb’) dc! + (a’? + 6") de" eT 


ou 
; 1 
60 = L[/—1 + ¢?)de + ce’ de" 4 + ee” Be" ] 
WwW I If dee V9 W dz 
+ L[ee”de + ¢' cde! + (c"?— 1) de") ae 
Or, en différentiant l’équation c? + c?+ c’=1,0na 
ede + c’dc' + ce’ dc’=0, 
et il en résulte la formule tres-simple 
(dx dz 
sO =—1\ — a OF nee 
di Cs d ) 
On a ensuite 
c=singsind, e=—siné cos, c”=cosé, 


par conséquent 
de =— c'db +c’ sind, 
dc” = — sin 600; 

on en conclut 


S dx dz 
) / ae 
p00 —Le F ov +L ( sind cosé ap te Sine Ai a) 9. 
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Or, en négligeant les termes multipliés par 6,, on a 
ob=dx, 00 =dy, do =— dG + M, oc + M. Oh + M, 0k; 


done, sil’on applique les équations (4), on devra y faire 


dQ 
iG 
et l’on aura les formules . 
dz _ —bh : dx F dz 
ie as i= sind cosé ant sind ay 
dy is L ae 
dt ksiny dt 
Si nous y faisons 6= 7, =a, c’= —sin@cosy, ces équations de- 
viendront 
a — le sing col} oe te We 
ieee wide ede 
ee eas dx 
Nig hs oe Ot 
Faisons dans ces deux formules 
a=>Su+ ee 
2 
et nous aurons 
| dv re L ; dx L dz 
; Aa yh NF aera ae Pa 
« 
(5) | dy L ; dx 
dade de 


20. Pour résoudre les deux équations (5), faisons 4 = Cw, et 


posons 
Vesey, Hu Ue UUs ., 


SET Se SLE SR RUSS 9 aos 


5)2 


‘ ‘ * U 
de plus, v étant tres-petit, nous pourrons remplacer cosv par 1— — 
38 
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ou méme par lunité. Faisons 


L dx : 

fa de es “4 
bag. aii P : 
Codi nt ee SP ioncs 


en substituant dans les équations (5), nous aurons 


tan +8 e +. = (PEP ETRE...) (coty— Gott...) 
Sr Nag A Nt ey oh 
Wi 2yrt + 3y0+...= (Pr + Prt+ Prt?+...}(y+ut+ue?+...). 


Si le temps ¢ est compté de V’instant ot sort le projectile de la 
bouche 4 feu, on aura v, = o. D’autre part, on aura aussi (n° 4) 


~ 


Ge 
C,=Ap,coty, C,=A, ie =A, COL), 
22M) 


et, d’apres la manitre dont se déduisent P,, -P,, .... on en conclut 
facilement 


P,coty,— Ro =0, P,coty,—R,=0.- 
Ensuite des deux équations ci-dessus, on conclut successivement 
19°, == 0, _ 0° VSO, res OI ty Oy 4S Reo: 
ainsi v et y se réduiront aux formes suivantes : 


vo=vu,l'+tu,titu,l?+..., 


Vi Vor Vatiee Vuk a nae 


D’apres le n° 17, nous avons, pour calculer les deux angles 6, uv 
qui déterminent la position de l’axe du corps, les deux formules 


§=y— sin§, cosh, 
Te sin 6, sin, 
2 siny 


——ae4 


Nous venons d’apprendre & calculer 9, v, en négligeant les derniers 
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termes qui sont effectivement tres-petits et négligeables. Cependant, 
si l’on voulait y avoir égard, il faudrait calculer @,, /, d’apres les 
formules (2), en y regardant les quantités G, 4, t, A qui y entrent 
comme des quantités variables données par les équations renfermées 
dans la formule (3). 


Calcul du mouvement de translation du centre de gravité. 


21. Nous avons déja calculé les valeurs des coordonnées x, z du 
centre de gravité, en supposant que l’axe du corps soit constamment 
dirigé suivant la tangente a la trajectoire; calculons ensuite la valeur 
de la dérivation y et les corrections & apporter aux valeurs de x, <. 


Posons 
dx dz dy 


Ae ap bh ps 


nous aurons les trois équations 


iii RR 


eas Seales, 
dC R 
(2) pee es (Cat) okey 
aB_SCi‘RR EC 
ee aa siny 
Ona 
ce’ =—sin@cosh, 


ou a trés-peu pres 
c'=sinysinu = vsiny. 


Exprimons dans la troisieme équation («) les quantités autres que 
B en fonction de ¢, et nous pourrons la mettre sous la forme 


dB 
di 


=(§,+8,4+8,7+...)B+Lé@é+1,7°0+L,0+...; 


nous ferons ensuite 


sole tad 2 
de PHB + Bit Bl “rob Of 


38. 
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et nous pourrons calculer les coefficients By, B,, ... d’apres cette 
équation. Si le temps ¢ est compté de l’instant du départ du projec- 
tile, on verra facilement que l’on a By) = 0, B, =0, B, =,0, Bz = 0. 
: : : : dA dC 

On exprimera ensuite en fonction de ¢ les parties de —» 7 que 
l’on avait d’abord négligées, et, en les intégrant, on aura les correc- 
tions a apporter aux valeurs de A, C calculées précédemment. 


CALCUL DE LA RESISTANCE DE L’AIR SUR UNE SURFACE DE REVOLUTION. 


22. Supposons d’abord un corps de révolution qui se meuve suivant 
son axe. Désignons par) l’angle de la normale avec le plan du paral- 
lele; si nous représentons par /(¢) la résistance de ]’air sur une surface 
plane égale & l’unité, qui se meut suivant la normale, on aura (n° 1) 
pour la résistance normale sur l’élément do 


f(¢sini) de 
et pour ses deux composantes paralléle et perpendiculaire a l’axe 


Ff(vsind)desina, f(vsind)decosh. 


Les secondes composantes se détruisent entre elles, et, pour calculer 
la résultante des premieres, on remarquera que la surface engendrée 
par la rotation de l’are ds du méridien autour de l’axe est azyds, et l’on 
en conclut pour la résistance 


an ff(vsina) sink yds = anf (oi) yay, 


Vintégrale s’étendant aux valeurs de y qui correspondent a la partie 
antérieure du projectile. 


23. Supposons ensuite que l’axe du projectile fasse un angle avec la 
direction de la vitesse. Imaginons un cylindre circonscrit a la surface 
du corps et paralleéle 4 la direction de la vitesse; la courbe de contact 
partagera la surface en deux parties: l'une qui éprouve une résistance, 
ct l’autre qui n’en éprouve pas. 
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Soit Oz Paxe de révolution; par cet axe menons un plan paralléle 
a la vitesse que nous prendrons pour le plan des z, y. Soient do un 
élément cle la surface, x l’angle de la normale extérieure a cet élément 
avec la vitesse et 7 l’angle de la vitesse avec la direction de l’axe 
de révolution. Nous aurons sur |’élément do la résistance normale 


(v cosy)de, 
: x 


et si l’on désigne par) l’angle de la normale avec le plan des x, 7 et 
par g la longitude a partir du plan des z, y, on a pour les trois compo- 
santes suivant les axes des x, y, = 


f(vcosy)cosasingds, f(vcosy)cosacosgds, f(vcosy)sinardc. 


* 
\ 


Prenons pour do |’élément de surface compris entre deux paralléles 
et deux méridiens infiniment voisins; soient g le rayon de courbure du 
méridien sur cet élément et y sa distance a l’axe : nous aurons 


de=yodhdo. 


Les composantes suivant l’axe des a des résistances sur deux ¢leé- 
ments symétriques par rapport au plan des z, y se détruisent; les com- 
posantes suivant les axes des y et des z s’ajoutent pour ces mémes élé- 
ments et donnent les expressions 


“== 2yrp flv cosy)coskcosedidg, €—2ypf(vcosy)sinaA dado. 
Il en résulte par rapport & l’axe des x le moment élémentaire 
Cy COSO, = 12: 


Si done nous désignons par Y, Z les composantes de la résistance to- 
tale et par S1. son moment nous aurons 


Y —2ffyof(v cosy)cosacosodido, 
Z =:2f fyof(vcosy)sinrdiadg, 
mW =2f fro f(y cosy)(ysind — zcosa)cosedidg, 


les intégrales s’étendant aux valeurs de i, 9, qui se rapportent a la 


a 
partie antérieure du corps, située d’un méme coté du plan des g, y. 


4 
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Quand l’angle y de la normale et de la vitesse est aigu, |’élément 
éprouve une résistance; quand cet angle est obtus, l’élément n’en 
éprouve pas: donc la courbe qui sépare la partie dela surface qui subit 
une résistance del’autre partie a pour équation 


cosy =o. 


Menons par un méme point trois paralléles 4 l’axe des z, & la nor- 
male sur élément do et a la vitesse ¢, il en résultera un angle triedre 
dont on déduira 


cosy = sind cosy + cosAsinj cos¢. 


Pour déterminer les points ot: la courbe de séparation rencontre 
le plan des z, y, faisons 9 =o ou z dans cette équation en méme 
temps que cosy = 0, et nous aurons 


langy———- tangs, OU A===¢ 7. 
D’apres cela, nous distinguerons la surface résistante en deux par- 
ties : 1° celle pour laquelle 4 est > 7; pour cette partie, il faudra faire 
varier dans les intégrales doubles \ de7 a : eto dezéroan; 2° celle pour 


laquelle 4 varie de —7 a +7; pour cette partie de la surface, il faudra 
faire varier, dans les intégrales doubles, A depuis — 7 jusqu’a +-7 et 9 
depuis zéro jusqu’a la valeur de o = /, fournie par l’équation 


tanga 


sinAcosj + cosAsinycos/=o ou cosl=— 
tang] 


Résistance de Pair sur la surface d’un trone de céne qui s’ avance 
la petite base en avant. 


24%. La latitude d de tous les points du trone de cone est la méme et 
égale a la moitié de l’angle au sommet du cone. 

Soient 7, 7’ les rayons dela grande et de la petite base, et A la hau- 
teur; nous aurons 


(r—r')cosy + hsinj cose 
Vie (r— 1’)? 
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Reprenons les deux formules relatives a la résistance sur deux élé- 
ments symétriques, par rapport au plan des yz, 


n= 2f(vcosy)coskcoseds, €=2f(v cosy) sinAdc. 


Comme A reste le méme le long d’une génératrice, on a, en prenant 
pour ds la partie de la surface latérale renfermée entre deux généra- 
trices infiniment voisines, 


do = $(r--r!) VBE [r— PF dy. 


Remplacons ds par sa valeur dans y et ¢, puis faisons la somme de 
toutes ces composantes élémentaires; nous aurons 


Y=A(r+ vr") ff (vo cosy) cosody, 


Z=(r—r?) ffl cosy) do, 


et il n’y a plus qu’a indiquer les limites de ces intégrales. 

Si j est <i, tous les points de la surface latérale du trone de cone 
subiront une résistance, et il faudra intégrer par rapport a » de zéro 
am. Si j est >, la partie de la surface latérale qui subira une résis- 
tance aura sa longitude ¢ comprise de zéro a = /, en posant 


f 


fangA or’ 
lang; tangy’ 


cosl= 


il faudra done intégrer par rapport a 9 de zéro a Z. 

Pour déterminer la résistance éprouvée par la petite base, remar- 
quons que la composante de la vitesse suivant la normale a cette sur- 
face est ycos7; on aura donc, pour les composantes de cette résistance, 


V0)" Lee rey (v c0s7'). 


25. Cherchons le point ot la résultante des résistances sur la sur- 
face latérale rencontre l’axe. 

Comme la résistance est uniforme tout le long de l’élément renfermé 
entre deux génératrices infiniment voisines, le point d’application de 
la résistance totale sur l’élément sera au centre de gravité F de cet élé- 
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ment, qu’on obtiendra en prenant sur la génératrice une longueur 


(rae or Sean -= 
3(r tr) 


\ 


AF = 


Elevons la normale FI ( fig. 6) a la surface, les résistances sur tous les 
éléments semblables rencontrent l’axe au point 1; done il en sera de 


Fig. 6. 


méme de la résultante, et l'on trouve facilement 


r+ 2r')h?—a(1 — vr’). 
iD) =.= ; ae ls 


3h{ r+ r’) 


SoitGle centre de gravité du trone de cone, on a 


h(r? + 3r? + arr’) 


GD) = - - 
A(e+trei+rr’) ? 


on connait done GI, et ’on a, pour le moment de la résistance par rap- 


port a ce centre, 
Nee Git 


26. Supposons la fonction /() de la forme 


Bv? + yv, 


nous aurons, pour les composantes de la résistance sur la surface 
latérale, 


( Y=Bwh(r+r') fcos?y cosy dy + ywh(r+r') fcos*y cose dg, 
(Z=6e(r—r") feos?ydg + yv3(1?— r?) feosty do, 


(a) 


en remplacant dans ces expressions cosy par sa valeur donnée au n° 24. 
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Dans le cas oti 7 est <1, les intégrales devront étre prises depuis 
? =o jusqu’a 9 = x, et l’on aura 


h(r+r’) 
7 
2 


~S [+6v’?sina7 sin24 + 3yv%(sin?AcosA siny cos’ + tcos*Asin‘)], 
Z =n Bv?(r?— rv) (sim?A cos?7 + 4 c0s’Asin’/) 
+ myv?(7? — r?)(sin?A cos’y + 3 sinAcos?A cos] sin?,). 


On aura de plus, pour les composantes de la résistance sur la petite 


base, 
Y=o0, Z=ar'?(Bvcos’s + y¢* cos) ). 


Pour obtenir les composantes de la résistance sur la surface latérale 
d’un cylindre, il faudra faire, dans les expressions (a), A=0, 7’ =r 


i] 


: ce qui donnera 


«© 


Sie) 


et intégrer depuis 9 = 0 jusqu’’ 9 = 


oO. 


Y¥Y = ‘6e°hrsin?) + 2nyehrsin?'y, Z= 


Résistance sur un projectile formé d'un cylindre surmonté d’un trone 
de cone. 


97. Le cylindre et le trone de céne ont le méme axe, et le rayon du 
eylindre est égal a celui de la grande base du tronc de cone; désignons 
par H la hauteur du cylindre. Réunissons les résistances qui pro- 
viennent de la surface latérale du tronc, de sa base et de la surface 
latérale du cylindre, et nous obtiendrons, en supposant 7 <A, pour 
leurs composantes 


We Zon (r+ r’)esin2Asinay 


3r : aba tetit. LEe ieee 
a5 = yh(r+r’)o(sin?AcosAsiny cos’y + 3 cos*Asin’s) 
+ 46Hrv’sin?y + 3 ryHre'sin’7, 
Z = 76 (r? = r'?)v?(sin? Acos?7 + 7.cos?Asin?7) 
+ ny(r? — r”?) 03 (sin? A cos*y + 3sin dA cos*A cosy sin?;) 


+ r’?(Bv cosy + yv'cos*/). ; 
9 
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Supposons que le projectile soit plein et homogene, et désignons 
par O son centre de gravité, on trouve facilement 


— — —(r?+ 3r? + orn’) 
LO . 
mH -- 3 (r?-+ rr’ +r’) 


Décomposons la quantité Y en deux parties : l’une Y’ provenant des 
résistances qui ont lieu sur !a surface du trone de cone, l’autre Y’ 
provenant des résistances sur la surface du cylindre, nous aurons 


; 


3 : Phe a ‘ pagts 
+ = h(r+ r’) yo*(sin’ A cosAsinj cos?y + !cos*A sin’), 


Y’ =A(r+r')s Bwsinay sin2d 


Y” = 4 6Hre’sin’y + 2 ny Hre’sin’y, 


et nous obtiendrons pour le moment des résistances par rapport & une 
droite menée par le centre de gravité O, perpendiculairement au plan 


des z, y, 
ow = Y’ x OI — Y’ < OG’, 


G’ étant le centre de gravité du cylindre, ou 


N 


N= Y' < (OD + ID) —Y” x é — OD); 


& 


OD et ID étant deux longueurs constantes que nous avons calculées. 


Eaemple de mouvement d’un projectile oblong. 


28. Supposons un projectile ayant la forme d’un cylindre surmonté 
dun tronc de cone de méme base inférieure, et adoptons pour les 
rayons des bases, pour la hauteur du trone et pour celle du cylindre, 
les dimensions suivantes : 


P= '0",00) f' =0" 0504, MN ==,0 000, | == Onree 


Prenons son poids égal & 28 kilogrammes. Quoique le projectile ait 
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une partie creuse, on supposera que les centres de gravité du tronc, 
du cylindre et du corps entier soient les mémes que si le projectile était 
plein et homogéne. Pour calculer le moment d’inertie © autour de 
l’axe du corps, il faudrait connaitre la forme de Ja cavité intérieure; 
prenons € = 0,0090; enfin supposons le corps lancé suivant son axe 
avec une vitesse de 400 métres sous une inclinaison de 6 degrés. Si le 
pas de l’hélice suivie dans la pitce par le projectile est de 4 metres, la 
vitesse de rotation sera 

27 

4 
Pour déterminer le signe de cette rotation, nous remarquerons que, au 
n° 15, ’axe Oy a été mené a droite du plan de tir pour un observateur 
situé suivant Oz et regardant Ow; le systeme d’axes Ga,, y,, 2, est su- 
perposable avec Ow, y, z. D’apres cela, si l’on suppose que la rotation 
ait lieu de Oz vers Oy, ou de Gy, vers Ga,, la vitesse de rotation sera 
négative et l’on fera 


400 = 628,31852. 


@) ===162.0) 1 5026 

Représentons la loi de la résistance sur l’élément do supposé normal 
a la vitesse par 
(Biv? + vy.) de, 


et, pour calculer £,, y,, admettons comme au n° 6, pour la résis- 
tance sur la surface d’une sphere de rayon 7, la formule 


mr (B’v?+y'v) avec B"= 0,027, y’== 0,0000621. 


En appliquant la formule du n° 22, on trouve aussi pour cette ré- 
sistance 
Be? yo 
27 r? (Ee “- “ES 3 
et, en égalant ces deux expressions, on obtient 
b= 26, y= 
La grandeur de la résistance est /Z* + Y*, en prenant pour Z, Y les 


expressions du n° 26; si l’on néglige les termes multipliés par 7°, 
39. 
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celle résistance se réduit & l’expression de Z, qui elle-méme se réduit a 
(6, (rP?—r"?) sin?A+ rr?B, Jo? + [ry (P—7?) sim A + wry, |e, 

el, en la représentant par Ge" + ye*, ona 


\ B= 76.(r?—r?)sintA+ ar? 6, 
yor, (rP—r?)sint A+ mr? y. 


Nous avons ensuite 


| cane spree 
sin?A = eT a a log sind = 1, 03100; 
6 = 0,00036870, 7 == 0,00000079548, 
log © = J, 11115, log = 744512. 


Calculons, d’apres le n° 4, les coefficients des séries 


A=A,+A,t+A,0+..., 
C=) -- Cee Ge 
V=—nrA+nattnt’+..., 
eS INose Nid Ss] Nee? -E..., 


et nous avons 


log Ay = 2, 59967, log C, = 1, 62129, 
log n, =5,20412, logN, = 2,60206, 
log — A, = 1,58310, log — C, = 0, 60472, 
log—m=4,49999, , log —N,=1,59690, 
log A, = 0, 66382, log C; = 1, 98081, 
log n, = 3,73291, log N, = 0,68160, 
log — A; = 1, 78368, log — C; = 1,09527, 
log —n; = 2, 94027, log —N, = 1, 78866, 
log A, = 2,92342, log C, = 2, 23346, 
log n, = 2,14709, log N, = 2, 93344, 
log — A; = 2, 06923, log — C; = 3, 381095, 
log —n, = 1,34972, log — N, = 2, 07838, 
log A, = 3, 22566, log C, = 4, 59263, 
log n= 0, 54728, log N. = 3, 23583, 
log — A; = 4, 38710, log — C, = 5, 71978, 


log — n; = 1, 74569, log — N, = 4, 39831. 
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oe) 
2) 
Ke) 


On a ainsi 
A = 397,81 — 38,291 £+-4,61120 — 0,60768 3 + 0, 083833 t' 
— 0,0119728745 + 0,0016813 é° — 0,00024384 f +..., 


C= 41,811 — 4,0245¢ + 0,95678 & — 0, 124538 + 0, 0191301! 
— 0,0024006 f° + 0, 00039141 6 — 0,000052453 0, 


# = 397,81 t — 19,145 ? + 11,5391 & — 0, 15192 tf + 0016767 t 
-— 0,001954 L° + 0,0002402 t7 — 0,00003048 ?, 
= 41,811 é—6,9166 7 + 0, 31893 t? — 0, 03113 t -+ 0,003426 4 


— 0,0004016 2° + 0,00005592 1? — 0,000006557 #*. 


29. Occupons-nous ensuite du mouvement de rotation. En négli- 
geant les termes multipliés par 7”, on a (n° 27), en ayant égard au signe 


du moment, 
ot = —¥’< (OD + DI), 


fan Vhs : h(r+r’)6sin2A.0 siny + = h(r-+-r')ysin?Acosa.¢? sins. 


D’apres les formules qui donnent DI, DO (n® 25, 27), on a 
DI = 0,012677, DO =0,066964, log (OD + DI) = 2, 90114, 
et en faisant comme au n° 16 


Te — (Lv? + le Os Le [Ges lp v’, 
il en résulte i 
log —L=5,75667, log — = 7, 02293. 


En remplacant cosv par 1 dans les formules du mouvement de rota- 
lion, parce que v est tres-petit, on a (n° 19) 


dp 3 _ dx lh 2 
di, Co. ! as Cw dt 
dy i. de. 
— = — VvU-—: 
dt Ca dt 
Posons 
li bs 
ew se Cao) ap 


nous aurons s . 
fog f = 5,00423, logk=='8) 27049, 
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el comme ona 


dz 
C= Noe NAS No? en eeae he ts Se Pees ee He ae, ss 


il en résulte 


. CF — (fos hor) =p, + Pte Pie+ .., 
cn posant 
Po==(fNo-+ hem) Ac, Pi (fNo+ ken.) Ai + (f Ni + hm) Ao. 
P,—= (fN, + lem) Az + (f'N.+ en.) Ai + (f-Ni + Iem2) Ay, ete. 
On a de méme 


a ee ee UZ. eee, ‘ 
Cn di == ( fe a oad hy?) at — R, = R,é-+ R, ¢ atin 


en posant 


R, peace (FN, + kn) Gr, R, == (FN, == hny) (OF = (FN, = kn,) oe 
R, = ( fN.+ kn.) GC. + (fN, + kn.) C, + (fN.+ kn.) C,, etc. 


On calculera d’abord les quantités 


log( fN + kn.) = 3,84645, log ef Ncek ken,) = OG; o4162, 
log (— fN, — Ien:) = 4, 99505, log (— fN; — ken.) = 7,7 2925, 
log{ PN hn) =4,19403, log( fN.-+ kn.) = 8,91966, 
log(— fNs — kn) = 5, 35128, log(= fN. — fn,) = 8, 11032, 


et on aura ensuite 


logP; =o0,44612,, logP, = 3,61518, 
log — P, = 1,82097, log — P, = 4, 84885, 
logP,  =1,11267, logP, = 4,07632, 
log — P; = 2,397062, log — Bh= 5200123 
Ris » 029300; Ry ==) <6 000627153 
R, = — 0, 069597, Ry == — "0, 000110359, 
R.=  0,0169487, R,=  0,0000194481, 


R; = — 0,00335997, R,; = — 0,00000332032. 
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Calculons d’apres cela les coefficients des deux séries 
vv; %2?+ U4 i4#+ uv, f'+,.., YHYo+ Ys t+ y, te + Yet... +3 


nous avons 


Af RAPER Ge ote OE oes? Mes 
sin’ 7» sin? yy sin’y, sin’7, 


cs ( at! ay Seo eee 
sin’y, 3 sin?y, 


coty = Coty — 


7s 
sin’y, 
Yon peut faire une semblable remarque sur les coefficients suivants. 
D’apres le n° 20, on obtient 


y? étant tres-petit, le coefficient de ¢* peut étre réduit a — 


») 


ayy == Pp, coty, — R:, Pees) AEE 

4u, 5 P; coty, — Rs, 5 y5==Pyu,+ Pivs, 

Su, = — P, = + P, coty— Rs, 6 y= Pius + Pivs+ Prvs, 
sin?y, 


Ov, == — P,P ee Preotys— Ris 
sin’yo sin’y, 


Par ces formules, on trouve ces logarithmes, dont nous aurons besoin 
plus loin, 


log — v; = 3,04477, log — vu, = 5, 20330, 
logu, =4,34850, logu; == 5,65123, 
log us = 4,60150, log — uv, = 5,16360; 


log —u= 4 31834, 
et nous avons les deux séries 


vu = — 0,0011086f? + 0, 0002231 t4-+ 0,000399491* -- 000020813 1° 
— 0,00001597 4’? + 000004479518 — 0,0000145741°-+..., 


y = 84° — 0, 00077415 t4+ 0,00027145t5 + 0,0001374 L° — 0, 000112990’ 
+ 0,000016g0 /* + 0, 000011227 4° — 0, 0000066204 t'°-+-.... 


30. Calculons la dérivation d’apres la formule du n° 21, en y 
faisant c’ = vsiny; elle devient 


Pb: 
-—— usin 
sins is 


dw _ Rg R 
‘Tae anin p- 
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On compte l’angle ¢ en allant de la direction de la vitesse vers la 
direction opposée a la résistance (n° 15); désignons par f l’angle de 
cette derniere direction avec le plan des #,, y,, nous aurons 


tang 8 — cots Z 
tange = = tans == — 
8 1+ tang6 coty’ sp Y’ 
et, en négligeant /*, nous obtenons 
Zsinj — Y 


tanec == 
8 Z 


Négligeant donc les termes multipliés par 7 dans Z et ceux qui sont 
multipliés par 7? dans Y, ona 
Z=—6v+yo, Y=(Gv+ Go’) siny, 
8, y ayant les valeurs données au n° 28 et G, G,, d’apres la formule (a) 
du n° 29, ayant pour logarithmes 
logG= 4 85553, logG,—6, 12179. 
Il en résulte 
= inj (1: SS) 
€—= Sin] Bry vi 0 ° 


Changeons la forme de cette expression, en posant 


G=G.¢9 — Iareh ie 
B-+yv v : 


et calculons 4_,, 4 par interpolation; pour cela, faisons dans cette 
équation ¢ = 4oo, » = 350 et nous aurons 


k_,=— 25,924, hy=— 0,740988 
Ainsi l’on a 
(b) e=sinj the, 


et l’équation en B devient 


dB R R 3 
a nae -f = (kh, + k,¢)usinyy. 
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En posant 
R 5 
PSL res NS ONNE ENG RES WE Brita mE ek. 
oh a Ne es Ee 
=—§—S,¢—-—S,?—..., ‘ 
ona 
S, = — 0, 096257, S, = — 0,000050184, 
Si= 6, 0100194, S; =  0,0000077536, 
S, = — 0, 0021292, S, = — 0,00000120497. 
S;= 0,00032228, 
On aura ensuite 
R ’ O 
ee ee ee em 
<(kat+h N+ kh Nit+h,N.t?+...)siny, 
=F, +F f(+F,0+..., 
avec 
F, = — 2874,0, F, =— 4,46455, 
FF). == <= 6993:93, F, = — 0, 76945, 
PF, = ='139,032, F, = — 0, 12999; 
Bie . 2552024, 


puis on posera 


R ; 
(kK, +h, o)usiny, =(F, + Fi. t¢+ FF. @+...)(usP@+u,4 ..) 


7 
22 Ini se lly, Pe by Poe bce 
avec : 
Sos h1803: Ly= -0,81849; 
L,=— 1,41642, L, = — 0, 14454. 
L, = — 0,8379, 


Reste a résoudre |’équation 


FH (WPS OSC RL Lte..; 


en posant 
B= Bit'-— Be Bel’ S=-. <5 
ho 
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ona 
LG eens) SB: = 5, B; +L,, 6B, = S, B; + §, B, + L,, 


et en calculant, on obtient 


Be= a5062r, B,= 6,11780, 
B, = — 0, 30373, B, = — 0,01959. 
B, = — 0,1309, 


On a donc enfin 


a _ B =1, 06210! — 0,303731— 0, 30g! + 0,117801 — 001959", 


y = 0,2124t' — 0,05062/° — 0, 0187 t? 4- 0,01472 1’ — 0, 002182’. 


31. Calculons ensuite les corrections de A, C, x, zs. Ona 


Bava eee pees 
1 eae div 


orona 
c’= cos6=cosy, e=sin@siny =siny cos», 


et, comme v est tres-petit, il en résulte 
(¢) ein atee eie 
dt dt 


formule qui permettrait de calculer 7. D’apres le n° 21, on a pour les 
corrections de 2, % ‘ 
2 Ce ae. 


R Rey 
ae eS mete 


ou, d’apres |’expression (b) de «, 
9% (C— gt)vsing, — dbAvsiny, 
en posant 


aie (E+ be) tea oe hey 
pop 0 
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Remplacons 9t par une quantité constante, en y faisant y= 350; 
nous aurons 
log —96 =.4 52612. 


D’apres la formule (c), ona 


v sinj = (A. cosy — C;siny)@-+- (A;cosy —C, siny)@+... 


= 0,46952 2? — 0, 06033 i’ — 0, 008273 1‘ — 0, 0011705 t°— 0, 00021352". 


On en conclut 


Correction de = = 0, 0065928 2? — 0 0013343 23 — 0, 00001327 t4 
+ 


— 0,000022252%+..., 


: d 
Correction de S = 0, 062750? — 0, 0020218 f — 0,0010565 é 


—0,00004758 +... ; 
par suite 


Correction de A = 0, 00219761? — 0, 00033361! — 0, 000002654 
=='0 ,0000037001° + .-, 

Correction de C = — 0, 02092 4° — 0, 0005055 1‘ — 0 000211345 
— 0,00000793 £°, 

Correction de z=  0,0005404 t‘ — 00000667 t' — 0000000442 0° 
— 0,0000005291', 


Correction de z = — 0, 00523 1‘— 0, ooo1011 t® — 0, 0000352 ¢° 
— 0,00000113/’. 


On doit remarquer que. A, C, x, z, sont donnés (n° 28) par des sé- 
ries assez convergentes; on pourrait, par exemple, les employer jusqu’a 
t = 3 secondes et, par un calcul semblable, on pourrait obtenir les dé- 
veloppements de ces mémes quantités depuis le commencement de la 
quatrieme seconde jusqu’au point ot le projectile revient au niveau du 
point de départ. Mais les séries qui donnent y, v, y sont beaucoup 
moins convergentes; celles que nous avons trouvées (n° 29) pour v, y 
ne doivent pas étre employées au dela de ¢ = 1 seconde. En posant 
t=1-+7' et partant des valeurs de A, C, 7, N, v, ypour¢=1, 


(A=G03,000, ~Ca= 39,6133," 22 133034,. N= 364,936, 
v = — 0,0006799 = — 2/20", 7 = 84° —- 0, 00045678 = 83°58' 26’, 
A 
fo. 
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on pourra développer v, y par rapport aux puissances de ?z’ et ces déve- 
loppements pourront étre employés pendant la durée de la deuxieme 
seconde; il sera ainsi possible de calculer successivement les valeurs 
dev, y. 

On voit que les caleuls que j’obtiens pour le mouvement d’un pro- 
jectile oblong, sont fort compliqués; mais la solution précédente est, 
je crois, la seule rigoureuse qui ait été donnée jusqu’a présent. 

Dans la théorie des n° 15-24, j’ai laissé arbitraire la loi de la ré- 
sistance de l’air; dans l’application j’ai supposé que la résistance de 
lair sur un projectile sphérique ou oblong ne résulte que de pressions 
normales et, d’apres la résistance qui a lieu sur un projectile sphérique, 
j’en ai conclu celle qui s’exerce sur le corps que j’ai examiné. Mais, 
comme l’hypothese dont je suis partin’est pas exacte, l’application pré- 
cédente n’a été donnée que pour mieux faire comprendre comment 
mes formules peuvent étre employées. 


Remarque sur la théorie precedente. 


32. On doit observer que le probleme du mouvement d’un projectile 
de révolution se décompose en plusieurs autres : 1° il exige la détermi- 
nation par l’expérience de la résistance de l’air sur une surface plane qui 
se meut dans ce milieu; cette question difficile n’est pas encore résolue; 
2° il exige la détermination géométrique, d’apres cette loi, de la résis- 
tance de l’air sur le projectile donné dont l’axe de révolution fait un 
anglez avec la direction du mouvement; cette résistance est située dans 
le plan mené par |’axe du corps et une paralleéle ala vitesse; on aura a 
déterminer en fonction de la vitesse y et dey la grandeur de la résis- 
tance,sa direction dans ce plan et son moment par rapport au centre 
de gravité; 3° on aura ensuite a résoudre les équations différentielles 
des mouvements de translation et de rotation (n° 19 et 21). 


FIN. 
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cos3c¢ \ cos3 oe 4 
3 + cose ) par 3 + cose — > 
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